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在 这 童 中 我 们 把 矩阵 和 向 量 空间 中 有 关 儿 元 分 析 的 一 些 结果 
介绍 给 读者 ,凡是 一 般 教 材 中 有 的 材 灶 ,我 们 只 是 六 列 一 下 大 都 不 
ЗАЕВА. БАР ИЫ АПАМА, 起 看 第 一 章 的 
读 洗 最 好 拒 正文 中 未 给 证 明 的 结果 作为 练习 ， 这 将 为 以 后 各 章 的 
阅读 市 来 很 多 方便 。 


51. 线性 空间 


今后 我 们 限定 在 实数 域 R 上 讨论 。 用 R, БА АК БУ 
AAM n ЯЕ, К, 中 的 一 个 调 量 (有 了 时 称 为 元 素 》 a Яғ 个 坐标 ， 


写成 
H | | 
а=| |а (а,б, аһ). 
n 


11 向 量 的 运算 ”对 R, 中 的 向 最 定义 了 两 种 运算 : 
(1) 加 法 1 2 一 Сат" 4. ‚а, $ 一 Chre ` 28,» Д 
а + БАХУС ау bjs +++, g, + ВУ. 
Сі) ЖЖ с А, a = (а, +з G.) ШІ 
са (сар “-5» са,). 

为 了 方便 ,我 们 用 0 表示 坐标 全 为 0 的 向 量 , 这 不 会 引起 混淆 ， 从 
上 下 文 可 以 判断 它 是 向 量 还 是 数 .。 AAEH, 对 上 述 定义 的 加 法 
ЖЕНЕ, КЕ ЗИ: 

(А) Ща, b, c ЩЕ Е, НР, 


D Ет ни Еа АЕ АГА А, 


a+ b= ó+ a, (a + 5) + c = a + GÓ + c>, 
a + 0 == a; a + (—a) = 0, 
(в) Ща, ВЕ Rys с, сіз с: 均 为 实数 时 , 则 

с(а + b) = ca + cb, (су cija = cua j+ с;й» 

сібсза) = cic;as 1 - a == z, 
我 们 称 R. 是 实数 域 忍 工 的 线 竹 空间 或 向 量 空间 . ШШ R, К 
集 工 ， 对 加 靶 和 数 蒋 这 两 种 运算 基 封 闭 的 《 即 运 算 的 结果 仍 在 工 
H), Н Жаа, ДЕЕ R, 中 的 一 个 子 空间 ,例如 

L={(e, 0, +- -.2У/:ае R) 


kara 


就 是 R. 的 一 个 子 空间 ， 

1.2 线性 相关 线性 空间 最 重要 的 概念 就 是 线性 相关 与 线性 
ER. 

如 有 不 全 为 0 的 一 组 数 ct trto с, E ci egag = 0, 
则 称 向 量 sa， соз, 是 线性 相关 的 ;否则 , 就 称 а» ее, а 是 线性 
无 关 的 ， 从 这 个 定义 可 以 看 出 ; 

(1) AAR о 向 量 的 向 量 集 总 是 线性 相关 的 3 

(НУ ау» без, 线性 无 关 的 充 娶 条件 是 : ПЯ сау", 
er E cun + е" + ска, = 0, Hi] e н = c, = 0; 

(ш) Ша» без ЕЖЕН ИП ЕН А НЫ. 
# ЛЕ i {Б а, = bin + ізді + +" + бана Баланы 二 + 
ваз 其 中 bs ,Bx 是 一 组 实数 。 记 即 存在 i 使 a, ААН 
йі» "tts аа» Ripia 777» gk 的 线性 组 人 台 . 

HET R, 中 基 些 向 最 mtt’ с 考虑 由 这 些 向 量 所 有 可 能 

k 

ЈАВА У) гоа 组 成 的 集合 : 


3 
a, а) 一 P Сі: бүз "о Ck жәні, 
i=} . 


它 显 然 对 加 法 和 数 乘 这 两 种 运算 是 封闭 的 , 它 是 一 个 子 空 间 * 称 它 
是 由 向 量 ay, е» ад 生成 的 子 空间 . 


. 2. 


13 Ф 设 双 是 Rs 中 的 一 个 子 空 间 : 如 果 存 在 ea 0а fl 
ЕР = S Са)» зз, а), E. ау» trta ag RETH, RER а, tta оу 
是 s 的 一 组 基 . 

可 以 证 明子 空间 27 中 如 有 两 组 基 ， 那 么 这 两 组 基 中 向 量 的 
个 数 一 定 相同 ,因此 我 们 把 子 空间 多 中 一 组 基 所 含 的 向 量 的 个 数 
称 为 а? 的 维 数 ， 例 如 


г; = (0, Üs +-+, 0, 1.0.53 0)» f= 1,2,---у м 
ізі m i+ | 


显然 是 线性 无 其 的 ,并 且 В, = (о, с.) 因此 线性 空间 В, 
的 维 数 是 ww。 有 时 就 称 尽 .为 二 维 线性 空间 .很 显然 , (e)... 
< (en) 都 是 一 维 的 子 空间 : (els ға)» т; (елаз) 等 都 是 
二 维 的 子 空间 3…. 

从 基 的 定义 立即 可 知 , 如 果 а, +++, а, 是 子 空间 sZ 的 一 组 
基 : 那 么 sZ 中 任 一 向 量 = 都 可 被 ау, +++, и, НЕНІҢ АЖ ЕЕ, 
而 壬 这 种 表示 著 是 唯一 的 . 

14 直接 和 设 缘 是 一 -个 子 空间 ,如 条 有 下 个 子 空间 4, …， 
5 使 得 对 每 一 a€ ,能 唯一 地 洗 示 为 a 十 ;十 *… Ра, Ж 
H a, € Sj, í = stee, k, ШАКЕ RE 571, <>, ПЕ, iu 
2 S = +... + 2Z,. В 13 中 ej 的 定义 ,可 以 看 出 

К,- (ед) 十 十 Ce。 


š 2. ARARE 


К. 中 人 尾 给 两 个 向 量 а == (а; stra and > Ë = Сы. tty ы», 
ЛЕХ а, БИДИН (а, Ф) АА 5) аё. ЖАРИЯ (а, Б) 满足 下 列 


HEA: 
G) (a, 5) = (5, а); 
Gi) Ca, a) 20; (а, a) = 0<— a = 0: | 
(Ш) (ca, b) = (а, có) = с (a, b) {Ноев 


. 13 ч 


біз) Cas ñA + g) = (a, ñD + (а, 2)» 
(# + g, 6) = (ñ, b) + Со. P). 
我 们 把 ta, a) 的 算术 平方 报 称 为 < 的 长 麻 , 记 作 ||el， 容 易 验 证 
(аб) = [|] о (Schwarz 不 等 式 )， (2.1) 
[е + 21 = lal + № 《三 角 不 等 式 )。 (2.2) 
21 КЕЗЕ Я R BJ Т езін НИЗ а" a 其 有 
ЖИД: 


Са ъа) = 1, ¿= 1,2. “+, бэ 

` © Cana = 0, iœ% fsf j= 2, +++, h, 
MIRR as. ак 是 经 的 一 组 标准 正 交 基 ， 因 为 我 们 把 zl = 1 的 
向 车 称 为 标准 化 的 向 量 ， 育 时 世 称 为 单位 向 量 ( 指 它 的 长 度 臣 1, 
以 它 作 单位 》. 当 te,8) 一 0 时 ,我 们 就 称 а 与 5 ER, (ара) == 0 
表示 а: Es a ER, SIA ATETA 8 Е: | 
= 全 =, 

0, мы, 
Ша» тьма ЖОР ЙЧ —Н ЖЕҢЕЗЕЛЕ Ж <=> ai- м НЕ, L 
(а, ар) = o ta j= 1,2, ++, Б. | 

2.2 投影 ЕВЕ TAE а 及 子 空间 sZ , мня 
ЕЕ. WRES PEE b (Е |а — 21 = inf | а — 21. 
则 称 二 是 “在 包 中 的 投影 ， 可 以 证 明 投影 是 存在 而 且 叭 一 的 . 下 
面 先 证 明 一 条 关于 投影 的 重要 性 质 : 

Жай ш RARE <=» (а — 5, zx) =й В z € = р 


¿š 


立 ， 
ЕВН “=>”, Жу z€ «ОШ (а — b, z) мо, НРА 
(a — b, a — Б) < (a — b + Ах, a — b + Ах) mf 
= (a — b, a — b) + 24(а— b, z) Ах, х), 
АЗ А = 一 gla — 5, к), 8 > 0, 上 式 就 可 写成 
(а — b, xF (s2||+||2 — 26) 20 
Hg е > 0 成立 ,和 这 十 不 可 能 的 ;因而 (а — Ё, z) == 0. 


+ 4а 


“a”, H (а — z, a — х) = (a — Ë + Ьа, a— + bar) 
= (a — b, a — Б) + lla — b, b — x) + (P — x, 
Ë — х), 


ТЕК РЕ 2, x € ҒЫ, ЫЫ — x € 9°, РТ (a — b, b — x) == 0, 
ЧЕН ` 

(а — хуа — х) = (a — Ë, a — b) + (0 — x, b — + 
看 出 * == ВЕРЫ [а — х 252152 148. 

Mag ТЕРЯЯ А ЫНЫ RAA Pria ze TE hk E 
2.4 中 给 出 . 

2.3 ВЕ ЖЕНЕ EDE otto ap ЕЕЕ 
无 关 的 , 则 可 依照 下 述 方法 求 出 子 空间 A (аз, а) 的 一 组 标 
准 正 交 基 。 | 

ЖЕ А = аз, [М нь е-е а, 线性 无 关 ， 因此 as 0, BU 
Сау» ау) = 0; 然后 选 Ë; = а, 一 ңі; 使 Cha ы) = 0, ЕШ Ån 使 
(a мА, b) = 0, ЁШ a= су ео, Wi h — 
aa 一 #6; — Мал ËË (Ps, Ё) = (Әз 51) == 0, 定 出 系数 Ара 
— 00,276 | 


b; == а; hd — *** Ва 
СР» Ба) == С» 5-4) 一 … = (р б) 0, = 系数 йін ta 
а; tta 这 样 就 求 出 一 组 向 量 Буу 55 фу, 容易 看 出 ,如 此 求 得 的 
bis 7573 ЕМЕ Ы, < 


В; = — bj {== 1,7, +++, в, 


M|, ++, 6х ЛЕНИЕ ОЕ. НЕВЕ Ж ETR 
AJA Ву а O E E ERIEK IMAH В, ---, 6, 是 标准 
正 交 的 就 可 知 它们 确实 是 一 组 基 ， 若 不 然 ,。p。-，…。px 线性 相关 ， 


存在 co tts a BEHO, W D суй; = 0, 因此 м 


іші 


„ба 


min -ramina pe 1 .. 


* 

0- (в ciis >) ға) 一 >> се (8;, Bi = > сі» 
这 就 导出 a = +++ = c, = 0, Р. 

格 兰 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 是 一 жалқы, 今后 我 们 将 不 
Е-Е ЗЕ. 

24 EXA Ил. ТР, Sore 2, 也 是 一 些 子 
а, НЕ, Ног jhh, АЗ 2,6 SZ,, 
a; € S, M Cai» а) = ДАП ҘЕ Оу, tes LRE 
ЗЕ» 


Z = Lit Lite a 
AE Жа» - 55, В, Е R, 中 的 一 组 基 , 那 就 一 定 有 R, = 
L + + Z CE 但 是 名 ,8B, 不 一 定 是 彼此 正 交 的 ， 
因此 Е, 不 一 定 是 (в), 4..) (В) ЕЗІ, RA H А, ..., 
B. ДЕЛЕЛ ДЕЙ], К, (а) + (В). Bz e= (0,0, >>. 0, 


i-l 


1,0, -.. 0, =], 2, чом ЛЕ, БАЯ 
— -一 


Pas 
К„= (1-9 (ее) 1 L Ce) 

特别 地 ,和 如果 R, = Ata ДК Se, 是 s#, 的 正 交 补 空 
Їн], ба ER S, E: se 的 正 变 补 空间 ， 子 空间 se МЕНЕ 
Зал | l L A 358 
| = L =#t = В, 
正 交 补 空间 和 投影 有 密切 的 关系 。 因 为 RR = s L s*, AEE 
ФЕНЫ х Еа, + vs Ни, € Ч, z, € 9", НЗ 
х-а-ж-а +u — а, 因而 就 有 ° 

(%-а,х-«У-(к-и,х- up) + (u, — a, u, — a) 

+ 2(x — н, и, — a), 

和 注意 到 x e = о.е Sel, Пав SZ BJ, БН, — a € se, Ш 
Ж (х 一 м,н. — 4) 一 0。 这 就 告诉 我 们 


(x — ax x — a) 22 (x — ) 


对 一 著 a€ т, НЕ УКВ e, — a = 0, НН] 
а == uen КРИ ЕНУГЕ В] Z, R, HEE x 在 
< 中 的 投影 是 存在 的 ， 


$ 3. 矩阵 的 基本 性 质 


将 та 个 实数 按 一 定 顺序 排 成 的 阵 


Я" Hmm 


称 为 大 小 是 m X в МН, im t. n Я]. H m = в АҒ 
зи. БЛА ЕНТ АРАКЕ, ЫНА ЕНІН Ж 
жр Жл ЕН ETE, ЭШ а, ИАН; 
列 的 元 素 , 因 此 有 时 也 写成 А 一 《ow)mxos 或 简写 为 4 = (sa). 

31 代数 运算 “对 算 阵 定义 如 下 的 运算 : 

加 法 ЖА, B 都 是 m X 4 的 阵 , 则 

А+ В2(а +В), RA 4, В БОЙ, 
ЖҮЗЕ єА АС са). 
Е ЖА m X n РЕ, B E n X p ВЕ, Й) 


т 


ава (у) ар) m X ?的 降 , 称 为 4，B RRM. 


容易 证 明 这 些 运算 其 有 了 列 性 质 : 
A+ B = B+ A; (4 + B) + C = 4 + (B + С), 
(ЕЗДА = ed + dA, e(À + B) = cA + c B, 
(АВУС = A(B C). АВ + C) = ав + АС, 
(A+ В)С = AC+ BC, 
注意 :矩阵 相 加 时 ,大 小 一 定 要 相同 ЖИЕ 4, B ЖЭЕМ, 4 的 列 数 
必须 各 8 的 行 数 相同 ， 即 4 是 ms* X ЕЕ, В 一定 是 wx хр ШЕ 


. 7 а 


Кини оливы чете 


AIAR., АВЕ МН, ВАЖНА EDIS 48 与 B4 部 
Ж Ж ИН KUSA BE, 即使 大 小 相同 ， 也 不 一 定 有 等 式 4B = 
3B24 ,这些 都 是 需要 注意 的 。 

向 量 可 以 看 成 只 有 一 列 的 矩阵 , 撼 阵 4 也 可 看 成 是 mw 个 2 维 
的 向 量 按 一 定 顺 序 排 成 的 阵 , 记 4 = Сале ча), W aj 就 是 4 中 


第 i 列 组 成 的 向 量 。 这 一 种 向 量 和 第 阵 的 联系 今后 是 经 常 要 用 
的 ， 今 后 把 4 中 的 列 向 量 称 为 女 的 行 向 量 . 

元 素 全 为 和 АИВГЕ О, ДЖ 1 的 矩阵 记 作 Jo JL% 
全 为 1 的 向 量 记 作 了 ,它们 的 大小 视 上 下 文 而 定 ， 矩 阵 


1 
1 O 


O - 
1 тке 
ЖәхаШМЕ,ЕНЕУЕЛЖЕРА!, ЖА 0, ЖАНЫН 
ЕНЕ. 实际 上 /二 Сда). ГОККА ЕН FE F ЕР. 
510 | 


А+ 0= 4, 41, = 1,4 = А, 
пип. ж > m 


32 нии угра НИЕ ЕЕ ЖЕ И: 
ял. майт, Ф| ЖЕНТ ЕЗІНЕ ЛЕ 4”. Я 


411% 
ai йш = (баз. Заз 
aal | 


# u" 015 


[aa an>" ага 
А == 
М : 4 
тх 3 + 
. 
mi Ші Fmt зај 5 
1 
1 
пи fa Aml 
A ==|° fr Я т? 
ик ` 
. 


. 
Nais Я "t imale 


41 ГЬ, 
шиш. =|? |, xi юн. ишә Jez 
ba 


Әт 


n X 1 МЕ ТЕН ЖЕ ЗЕ ХИ: 


8 т 
1 аЬ А == еее : | = > в» а, НУЫН) (3.1) 
хах ші 


b, | 
ау ау aiba .х.. дүр, 
š -je “дисс aha (32) 
Wx 11l>< л : ` : 
ян а, 4,6)" аба 


它 是 一 个 = ха 的 矩阵 . 


й: 
WR À т х ота) И 497744, 2, т А 


Bm. 


п ERIE aj = Canan" tam) ЕВ En X p Е ВЫ 


Ру; 
Сёце 2), ИР, #b2 я ЖЕГІ БІ, В, = | : ) TÆ 


Ф, 
а aibi бє а, 
НЕЕ БЕ | 
а \в ++ amabel 


也 四 乘积 矩阵 AB 中 G, ИЕ Ху ашы 是 4 中 第 i 
向 量 a, 85 B rh38 j PU АСЫР 
M: WRA EHE BA BE 
AB = ВА = I, | 
Жк В а АЮ „ДЕ AT. AETH A, AT 可 能 不 存在 , 但 
它 夺 在 时 一 定 唯一 。 КИМЕЙ Жі АРА ИЕ, KEER 
: . 9- 


At 


Еу A ЕР. ВИА: 
{(лу=л, (ABY = ВА, 
l = = A, (Аул (АЗУ, (аву = BAT. (33) 
33% ЮТЬ, ЕЯ, КАНЕ АЧ ЖДИ ал 
ЖК АЎН Е Н а, 表示 , 4 的 行 向 量 用 ао) 表示 , 即 


RU 12 "`" йін г 
. mü 

Яҙ йз "Йй r 

й = |А “2 29 | = (аан) = 


А 
Ян): 
ял Ant" Anm Ë Ы 


а= (вие; 5-23) s шу = (алаа М аш). 
对 给 定 的 矩阵 4, LCa с>, аһ) КЖ НЫ 4 的 秩 , 记 作 
кА 或 水 (4)， 即 4 的 秩 就 是 4 的 列 所 生成 的 子 空间 的 维 数 ， 可 
以 证 明 对 给 定 的 4， = (a: 4, йы) Б (ар: ..”, аса) 的 维 数 
相同 ,因此 就 在 КСЛ) 一 КСЛ”), а аш СА) 3525 = Сел» ` 4.) 
аһ), 自然 Z Caan ttt аһ) ВЕ 67(47. 实际 上 
са) = í 4 ж; i ХЕ қы 


хе 


H & (АВ) = {4Ви, n€ RCZ CA), WERA 
rk( AB) =< rk( A). 
S RT Ану- rk((A BY) = sk(B' A) =< СВ) = ССВ), £ 
РЕКЛЕ Г | 


KCA BY = min(rk( AD, к (ВУ). 
ЖАННА РТА ЕУ А, 

ШІН В = РАО, НЕР", ОЗ 存在 ,于 是 4 = РУВО, 5 
аге (А) = (В), ШЕП ЕВЕ а] ЖЕЕ ,不 会 改变 
АВВ. 

В Se( A) 与 (АВ) ARSH, “(авс (А). 
нң zk( AB) = kla) ХРИ Та А НОН АЈ, — 1 M E 
一 个 之 内 , 它们 就 一 定 相等 ,也 即 САВУ)- (A), GRRE 


. 10 + 


CE А = АВС. Tisa = 0=> АВ = Орк АВС = 0=> 
xA = 0. Виз 
ХА = 0 «АВ = 0, 

这 就 告诉 我 们 : 如 果 (4) = КСВ), ДІН CAB = CAB 可 
导出 C14 = С.А СЛЕЗЕ В). ЫАЖ CAB == 
CAB => (С, — C.)AB=0<— (С, С) A= 0 => C ,4= 6,4, 
FEB, НЫЕ КСБ) = rki B), ДАН ABC = АВС, BJ hi) ВС, = 
BC, 即 可 “消去 ”4 | 

3.4 行列 式 АЕ Тоха ES A А | 
#H F: 


141 = > (—1 ана, * "Grias 
其 中 


обй, a.a 


о [0 905 i) 是 奇 排列 ， 
Да, эш G ---, ЖЕН 
> 是 对 一 切 排 列 (л. teto ы) ЖЖ. 


关于 行列 式 的 ОЕ: КЛ хер 
容 在 一 般 代 数 书 中 都 有 ,下 面 只 列 出 几 条 常用 的 . 

将 方 阵 4 PAR: 行 、 第 ij 现 的 元 素 后 所 留 下 的 子 阵 相 庶 
的 行列 式 ， 称 为 4 中 元 素 aii ПАРА. 将 а, ORTARA 
С) 后 就 称 为 ay 的 代数 余子 式 , 记 作 4), RAEE: 


G) lg] = lal = Уай 一 Ха из ts j= l,e 


i=l 


GD D ама Mh, "Пу 

CHD 当 [A1 =< О, (3.4) 
[4147 = (АНУ; 

G) JAB] = |41181; 

Су) 14] = 0 <=> А ЗЕЕ <> А = n; 


Gi) [47] = lal". 


a Іі = 


35 线性 方程 组 ik 


J m ААА лі» 


ЯП + рлі +++ 


72а, Жа РЕ: 


"+ BimTm 一 А» 
Әні 十 82 T ortt F азылы = Ра 


Gati 十 ама T "ең + бата = Ба» 


НЕО N 3325 , iU: 
Яп 2 t*" біз x bi 
А |а 4ш777 84 ж = | "2 ‚ 5 = бу 
: É 2 А К 2 
йд 477% а, ха БА 


那么 ,上述 线性 方程 组 可 写 


Ах == Б, 


车 熙 4 的 列 向 到 生成 的 线 隆 空间 СА), БШ, 4x = BR 
Вузе e EE bE (я), АП (А) шы СА, Р). 


ага 
(45) 称 为 线性 方程 组 4x — НГ РЕ, ОЕ, F 
是 就 有 : - 


Ах = b AP <> ОЕЕО ЗЕТ Г ЕАО 
<=>rk( AD) = rk(.35), 


ШЖ b = 0, REED TEIR Ах = 0 УК ЛЫН, м 
F AFE 


а Пру ** "s Йш 是 线性 无 关 的 ; 则 Ах == 0 只 有 z = Ü 
这 一 个 解 ;有 反之 也 真 ，Adx = 0 ЯЖ z = ОКИ, а» 


.: 4; Am 就 
是 线 必 无关 的 向 量 。 因 此 ,就 得 


Ах 一 0 有 非 零 解 ( 即 存在 z 习 0 使 4x = 0) 
< а, ++, dm ЙЕНЕ <=> sZ (A) 的 维 数 小 


Г т 
— rk (A) < m, 
тх 


和 如果 4 是 一 个 x Хе ЛА 一 总 有 解 的 充分 条 件 是 А 
存在 ,并 且 * 一 Ab 就 是 解 。 注 党 到 АС" 存在 时 ， 


«12. 


Ан "`. dm 
1 1 „++ 
A= lal (A; y = ïa] Ан 4м (3.5) 


«ун ттт Aan 3 


其 中 4, 有 是 元 а, МОК, WA 4x = БМ z 可 以 用 4 
的 行列 式 肥 代数 余子 式 Ay П Б Ш АННЕ, ЖЕНЕ ТЕТЕ Е МЕ 
一 .但 是 47! 不 存 夺 时， 4x 一 8 仍然 可 能 有 和 解 , 内 要 上 5 属于 “(А 
ЧЕ ЕЛЬ ВЕ Е АЛА as ++, a, CERA n УЙ) 线性 表示 。 设 


к= уға DY Со os сото co》 就 是 方程 Ax 一 6 的 解 。 如 果 


b=0, A 一 存在 时 ,dx = 0 只 有 >* 一 0 的 解 ; 扩 之 , 如果 Ах-- 0 
只 有 =* 一 0 的 解 , 则 о, +++ › aa 线性 无 关 ， 因 此 КСА) = в, 于 是 
4 ТЕЛЕ, РЛЕРІ ОЧ ЕРЕН, Az = 0 Ж ЧЕ НУВ 
要 条 件 是 14| == 0. 

тагы, ИЕ Ах= b ЖЫНЫ, ҚЫШ Ах = b 
是 相 容 的 ，Ax = b АЛЫМ, ЫП Ах = ДАЧНАЯ, Ва 
的 。 

3.6 初等 变换 абон, 常常 会 用 到 初等 变换 ， 设 过 
ЈЕ п X т МАЕ, X AIS h, 4 = (асс еа), ЖИЕ ЕЕ 
Ж: 

бі) 将 指定 的 茶 二 列 互 换 ， 例 如 第 1, ры, НП 4 一 
а; 81 ganr +82); 

Gi) ЖНЖ РОВ За с, 例如 第 1 ВЕНЕ c, БП 
JEA — (сау аз аза); 

Са) 将 入 ПЗС ЗК Jn ЕКЕЖ; ЭЛЕН ЛЬН с Ë, ВФ - 
А — (ар atrag + сар ааа.) W ESE ЗО Ж] Е “2190 
ағ КА“ А ЛЕ АРТТЫ EE BETA, НЕНА ЗЕ ПІН» 
ERREG ҒЫ АБЕН ЗЫ, Жі 22538 1 ИН, 
相当 于 右 乘 


a 13. 


4 i 1 
Р» Вл Е 
l, Жш prawi ji Bami 8 =} Ram J, 8 ==; 
к= {у рр и 
形 如 Р, 的 矩阵 称 为 置换 阵 。 它 是 对 总 位 阵 工作 第 i 列 与 第 j 列 
的 置换 得 米 的 ， 将 第 ЭД с, MATER 


它 是 对 单位 阵 第 ЖМ c ВИЗ, ЗЕ Сш) НИНЕ 


1 
1-- с 
` і “ а 
` s j < Ë 
о 1 i 
1 
і f 


71 


它们 也 是 对 单位 阵 ТЕН АЖЕ ЙӘ ЖЕ, В, 这 些 矩 阵 都 是 
非 奇 异 的 ,如 果 对 4 的 行 施行 相当 于 G), Gi), Gi 的 变换 , 则 就 
等 于 对 4 无 乘 上 述 这 一 类 乍 阵 (注意 大 小 不 同 )。 这 些 矩 阵 就 称 为 
初等 矩阵 ;对 АКЕН ЕЕ БИКА] АЯТЫ, F 
面 要 考察 经 过 初等 变换 后 , ЖЕРЕ A ЖИН АЗДА. 讨论 这 些 问 
题 时 ,用 分 块 矩阵 的 运算 比较 方便 ,因此 放 在 $ 4. {ЕЗ 9 介绍 一 些 
算法 时 ,还 要 考虑 初等 变换 ,希望 读者 注意 这 一 点 。 


54. 分 块 矩阵 的 代 效 运算 


БИН ЕВЕ, ПЛ ож 
=, Ш 


4 一 【zi E= l; --", n, = 1, r" *, m, 


记 
Чи = баң)» i=], »та)т- 1, $3 
Ав = Каш), =, ts r j= 1, +t, т» 
Ад = бан), i= r tl, trta} =l, 95,9 
А»= ад), 一 十 1， ру i,m 
则 4 可 写成 


我 们 约定 ;如果 r, ss n — rx m НЕО ИНН 
ЖШ, НЕЕ, ИЯ 


ЛУНЕ ША, ВХЛ TEPE ЖН. АЗЕ 
BJ OU — 8, В 


A= (4 а, 


4» da s-r Ba z: п 
则 有 
G) A+B= (2 + Ви Aut =) 
Аа +. Ва Anat Вы; 
n cAn сл. 
(1) ся = ( ) 对 一 切实 数 < дй 175 
cda | cAn 


Ал A 
(Ош) 4' = (и ") 
12 Азд - 


42 Зн ЛИВАН, 
ТТАР Н В ЕО, КМ К ЛАА 
容 , 以 后 还 会 多 次 重复 出 瑰 , 请 读 省 注意 这 一 方法 . 

А, B Ren] ОТ, А, B 祖 应 地 分 块 。 使 得 分 沁 相 ， 
应 的 乘积 有 音义， 即 若 


4 一 (05 “ey ， в = (т Ву, Ñ 


Ча 4п”а-ғ ткі ‘Ba Bx mz 
+ ms £ 1—: 


ШЕ 


вин ни} 


ХЗ ИГО БЕЛЕҢ ЖЄНЇ , "ГЫ у "А 
ЗАО ЛЕНЫ, НЕ ЕВЕ SB АЕА АДЗ ЖЕБЕ НД 


. Jő + 


б + АһВа АцңВ + ан) 
AnBu + АрВл AaBu + АВ. 


1. 
Я] ЯЕ АЕ Л, ЖЕЕ КЕШ РОТ ПУА: 


2. Aw ФА О 

G) z 4 = ( "оз Вла = 0, АЈ 

Над А" 
f r #-r 

( f Ü y азу г /nA ) 
| 
—,АлЛ уу! 1 а Хз) `x Ü I 
A 0 
= ( п (4.1) 
0 dn — Ardn dir. 


житет. Б Й СЕЕ AEE) 就 
得 


(и) 设 同 G), АЗЫ mT 
(4 “J sAn +A AD di — АА 2 ) 


Aa Ау» Қ —B ld BT 
лі 0 du А 
и о о) + \ 一 了 В (Алан р, (4.2) 


其 中 В = 4. — Алдах 
ЖЕ |4Д| зе 0, A ТЕ. ПУ 
(а 45 = С +.) + (a) рэста), (43) 
ир D = dy AABAA. 
Gii) 比较 (4.2) 5 (4.3) ARA eA ERE F AS ВЕ, 
Фп» Ans Ау» An ЙГЕ F. G, H, K, TEE: 
如 ЕЗ, G7 存在 ; 则 当 (Е — НС-КУ 存在 时 ,就 有 
CE — HGOR YO = Р + Че — КЕЗНУЗКЕ-, (4.4) 
加 G = I, 就 有 
(F — НК) = Е + ЕЗЕН(І--КЕЗНУЗКЕ-; (4.5) 
ШІН =u, K = z”, MA 
1 


(F — нм = ЕУ — 
2 1 + £ ЕТ 


(Ft Е), (4.6) 


=. 17» 


利用 这 些 分 块 求 送 的 公式 ， 可 以 得 到 一 些 行列 式 的 公式 ， 对 
ti》 中 等 式 两 边 取 行 列 式 ,就 得 


‚|4 4 
(іу) B; + = 14,1 [Аһ -- Аът] (14,441 =< 0), 
in 2 
自然 也 有 
An а 
ри я = |4 lán — A143 An| (Та = 9), 
І я zz 
因此 , 当 Чи] 260, 1441 = 0 时 ,就 有 
[Ам | 4а — АлАд! da] = ТАШ | 4и — Andr An} 
JAn А 
= 4, 
Ял Аш а. 
м —М 
А = \, Е. 
maso 1 "就 有 
É тм |Z, в NM | = |І, + ММ! (4.8) 
М Lal m” - — Ш ik 3 . 
ЗЫ д = l FÍ, in M = к, N = у, EARN 
1 — = 
y Н = ji, + ух’ | = (1 + ху), (4.9) 
ет ат ПЕ Н Е 存在 时 ， 
а’ Еу = 1 — JF]32]F + >l, © {4.10} 


43 初等 变换 下 的 标准 型 SENEE 4 ARAE Fe 
ВЕР, 右 乘 一 个 非 奇 异 阵 О. 即将 4 Р л О (РОЯ 
在 ) ,讨论 在 这 种 变换 下 4 可 以 化 简 到 什么 形式 ， 

将 4 的 列 进行 置 痪 , 可 以 把 

4-" СА, A) ін 中 (A1) = r = (А), 
即 存在 O, 使 40 == (4: 42, TE д, = AB 《因为 4; 中 的 


L — B, 
每 一 列 均 可 被 41 中 的 列 线性 表示 ), 取 o= (g e MH 


mar 


дор AD т”) = Са, 0). RUE Я Саға) 


mer 


Жї TER” RFE P 使 


Au 0 
Р4,0) = (人 a) НАСА, = r = гд, 因此， 
п mer 


存在 В, 使 
Ча = В,Ацу 
L `o 
жһ-( р). FE 


PPG о) е (о 0) а). 


注意 到 局， Р,, Qis О, ЗЕЕ ШАН ЕН, БЫ 
Р = РА, 9 = Q 则 有 


(dia 9 y 
PAQ 一 人 0 0 ar? [41] >= D. 


EEF. ЕНЕМ КЕТЕ. ӘНДЕ: 对 
n X пу А, (А зе 0, З ЯНА ЖЕ р ңа 
位 阵 L, 对 人 如 应 用 这 一 结论 ,就 知道 ,对 任 给 的 4, ТЕЕ РАП О, 


[Р] > 0, |0] 2 o, 使 


“1,0 
РАО = |, о 


) ,其 中 r = rk(.A). (4.11) | 


І, Не - 
МӨР ы. 
о AÉ ERB 


АР 人 ‚оз, 
во 


也 即 4 是 由 标准 型 经 过 一 系列 的 初等 变换 变 来 的 。 


$5. 特征 要 及 特征 向 量 


给 定 一 个 a X a 的 方 阵 4, | 一 41 是 1 的 # 次 多 项 式 , 称 
它 为 4 的 特征 多 项 式 ，|241 一 A] = 0 称 为 4 的 特征 方程 。 特征 
方程 的 解 ,也 就 是 特征 多 项 式 的 根 , 称 为 4 的 特征 根 。 设 1 是 4 的 
特征 根 ,此 时 ¿I 一 A| = 0, ІНІН 

(21 — А ух = 0 

РЕЛЕ, 2 所 相应 的 韭 0 W EL SED 1 和 应 的 特征 向 县 ,有 
时 测 称 它 汶 矩阵 4 的 特征 商量。 要 省 意 的 是 特征 多 项 式 |41 一 4| 
昌 然 是 实 系数 的 多 项 式 ,但 它 的 扫 不 一 定 是 实数 ,这 补水 及 到 算 阵 
的 畦 征 根 时 ,有 半 会 越 出 我 们 一 开始 所 规定 的 实数 域 的 兆 围 . 
өлік НЕЕ n X n У, АЖ (A) 是 4 的 全 
部 特征 根 之 和 ， 对 特征 多 项 式 利用 根 与 系数 的 关系 式 ， 就 知道 
ш(4) = D as BAREA) 具有 下 列 性 质 : 

G) а + В) = H(A) + (ву 

GD eled) = eula). ` 

如 果 4。B 是 两 个 大 小 相向 的 sa X m КИН, FE АРН 
АВ ЗІМ n X nm x т НЕ, 


5 141, — 4'В| 一 11, |21, — АВ | = 


= ТАГ, 一 = ВА = ajail, — BA, д 0, 
由 此 可 见 AB 与 А'В ОРДЕ ДЕЛШ K НОЕ д" КАН, НЕ 
们 的 非 0 特征 根 全 部 相同 ,于 是 就 得 一 重要 的 结论 : 
当 AB 与 BA 这 两 个 蒋 识 有 音义 时 ， 它 们 的 非 9 НЕМ 


相同 


要 注意 的 是 ;如果 „Ж ИВ BITE o 特征 根 , ы 可 以 是 多 项 式 
ім-ав|р 的 :和 量 根 ， 上 这 结 论 告诉 我 们 и Ех 


" 20 + 


141 一 B41 的 1 重 根 、 出 此 立即 得 到 ， 当 4B 和 BAADE 


«(АВ = (ВА), | (5.1) 
这 一 等 式 是 常常 用 到 的 ， 鲁 如 и(ли) --ш(474), ш(аб)-- 
ша) = Ға (AXAB а, 2 HAR p'a ЕТ. 

52 Е РЕ 设 4 的 特征 多 АЕ pallà), Mi 
фаба) 症 复 域 中 可 分 解 为 # 个 一 次 因 式 的 乘积 , 即 

pala) = (А АСА — АУ)--(А-- А.) 
这 些 4 就 是 4 的 特征 根 ， 形 式 地 ,可 以 定义 
qp (X) = (х - MIX 一 tal j- -X — 24442. 

证 A; айла ан 的 代数 余子 式 , 记 
Яп Ил’ “Жа 
Ац А “ “An 


Ain Aim * Aan 3 


[А]. 0 -- 0 
ай | 9414559 |< J|: L. 
оо... Jd] 


1241 — 4 的 代数 余子 式 构 成 的 伴随 矩阵 为 В, ЖЕЖ (21 一 
AB = ji A| To 显然 ， 召 是 1 的 = 一 1 次 多 项 式 形成 的 
ел ЕГЕ Bo 十 АВ, 十 + "В, КА ЕЗ 
бат 一 АХ ВЗ АВ, + АВ, = (АГ — A] - I, 
= p (1) : T, = 00? + дА] ОН + + мА 1 + AI. 
БАҒАМ АЖАР EEA: 
--АВа = бл], 
—JB +В, = ол}, 


— АВ, + В. == аР, 


Bm = 1, 
ТУ E R I, А. 443, -+y А", 然后 和 相 加 ， 得 0 一 
电信 并 )， 这 就 是 要 证 朋 的 海 密 尔 顿 - 凯 莱 定理 。 定理 斯 言 如 果 
pal) 是 4 的 特征 多 项 式 , 则 一 定 有 p (A) = 0. 
于 是 立 启 可知 АСАУ = 0, 对 一 切 x А, 这 也 就 告诉 我 
41, 1 Ai Ал EA EITE, NY 
ÇA АРСА — Ы) “(А-А = Ф.(АУ)к = 0, 
Ee = (4 — Ad CA — Аы) (СА Aal Yx, W) CA — ilju, 
RIT н € Ее (x, Ax, Ах, ++). 这 就 告诉 我 们 ， 对 任 一 *x à= 0, 
一 定 有 4 的 一 个 特征 向 量 属 于 (х, Кх). 
5.3 ж 设 4 的 特征 根 是 д, 相应 的 特征 向 量 是 n， 于 是 
| «Ан == Ан. 
Жат» 4” 的 特征 多 项 式 与 4 的 特征 多 项 式 是 相同 的 ， 因 为 141 一 
4і- |11 - 41» 于 是 4 也 是 4 的 特征 根 ， 因 此 ,存在 > 使 
Av = 40, 
这 就 告诉 我 们 ,对 4 的 每 一 个 特征 根 4; 存在 u № s; Ж Au, = 
Аж» A vi = Мо. 
4 的 特征 根 如 果 全 不 家 出 , Е Аз tts Ana 于 是 就 有 2п 个 
АВ ә), ә. = 1,2,5, n, fE ` 
Аш н = Ми» Ару = vs із-1,2,---,п, 
ІШУ = Ga ttuna) V = бал+++о„), 容易 看 出 ， 
AU = UA, AV = VA, 


Им 0 
其 中 a- ) 现在 证 明 UT, У: ЖЕРІ, EEIZ THE 


fits 7а Ha 是 线性 无 关 的 ， Pis "sy я 是 线性 无 关 的 。 А, Ж 
ЖЕ cotte cs 不 全 为 0 使 

> єй = 0, 

ізі 


.о22. 


Ев -4о-А(У сау- ХУ сал, ІҢ УЛ сш == 0 М 


ізі ілі 


D сан, = б, ПДН а, ВИН Kua, 于 是 有 4 


іші 


不 全 为 0 使 > daa, = 0, ВЕЗИ ТАЧ, eee ， 最 后 逐一 消 


去 ;得 u, = 0, 这 是 不 可 能 的 БИШЕ Ем. тя. 
х 


+ F P 
Airini = viduj = Анн» 


TE, т р ии, 一 0 对 Е = 1, 2, -** > ВЕ. HRR 


à в 
KFU =|. JAD. 
D dyi 
И DFE ТВ D= 00и), 其 Ue рер, 利用 
AU = UA, VOEE EU = DOr, 站 有 


A= UAU = UADIT = U(AD™)V = У) ы шю], 
. #= | =“; 
设 #; ЖЕ А PTRA EE И] си; ДЕНИ A АВНЕ [Ë] E Е 
н, É 2; 8 ua = 1, : = 1, 2,5%", п, Ғ 2, = 1, 六 此 


4 = У Ана. (5.2) 
ігі | 


这 就 是 第 阵 4 ИЛ МЕ ЕЯ 2152-5-22. 也 称 为 4 的 谱 . 

ДЕ д ЖЕЛЕ ЕН КОЙЫ. АИ д, АНГ 重 根 ， 如 果 相 应 于 
4; 有 六 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 那么 类 似 的 讨论 仍 可 进行 。 实 际 
上 ， 由 于 4 的 特征 根 的 重 数 与 它 线 性 无 关 的 特征 问 量 的 个 数 不 一 
定 是 相同 的 ,因此 谱 分 解 式 在 一 般 情 况 下 并 不 成 立 。 很 明显 :和 冠 阵 


1 0 O 
й=| 11 0 
ій i 1 


ЫН 1, 1, 1, ЖИ IAEE RME r= (хі, ху)» 


азу 是 


1 0 0* хі ж 
1 і | х: = i v? 
0 1 1; Ха; Хз 


«Шы r, = гіз м x, = Хіз Жі + zs == Ка 
<= x, = =, = 0, аа Е, 
它 只 有 一 个 非 0 特征 向 量 . 
54 转 征 根 与 行列 式 的 关系 ”从 拭 阵 4 的 特征 多 项 式 |U 一 


4 | 可 以 看 出 ， 它 的 常数 项 就 是 行列 式 4] ЗЕД C 55-—J 
т, НЕЖИН, HATE АЕ ЗЕЕ 
(一 1)"。 设 了 4 的 全 部 特征 根 为 0-65 An 于 是 有 


C Dal = 1и Па» 


因此 141 = ] % 于 是 就 可 以 推出 
іші 


я ЗЕ <=> А ЕЕ ЫЖ. 
A <> АР ЗЕЛМЕ 0. 

55 ЕЕЕ WED A АЕ 4? 二 A, АЕ 
№ шр ЖОНЕ EIRA. РНЕ EE Sp RE EF BJ 
HE. . 

Gi 如 果 A? = A, 则 4 的 特征 根 非 0 即 1 。 这 是 因为 当 14 蚌 
4 的 特征 根 时 ,就 有 站 0 使 Аи = ди. FE Ан АС) == Мы, 
ВЮ Ая = Аш, AEI = А, 也 即 4 非 0 即 1, 

Gi) т 41-4, № (4) = x(A).， 利 用 初等 变换 可 以 


1, 
раи = PÒ? орк, 1010, r= (А), 


н 42 = A, 得 
(и бов (и КЕНЕ 


. 24 в 


因此 (е °) op (” ?)–(" з). 


“0 Ô ов 


r 
r 

1 

F 

P -F 

17 ® 


(А вт) в) о) 
ЖАП ОР, = 1, ТЕР, = (рі pr ре), Qi = (Q: gd WA роу 


фрі = дуз fs f = latta ғ, 而 


4 = (7 Jose pf， (P) по, 


把 о, РА, P == СР, Р,» о = (2) 3 + 


ВП 4 = Хе 
而 tA = > pigi == > тар, == r = ТАСА). 这 也 就 顺便 得 出 
+ іші гі 
(ш) A = A => А = s ра» Барт Bis is j = 1,22, 5, 
г. 容易 看 出 47 = А, (1 але 1 一 4， 于 是 有 
n = rk L, = tli, А + А) (4) + tr À 


= КСР — A) + А, 
而 s“ C4) 的 维 数 是 rk (A), (I 一 4) ПЕ rk (I 一 4), 
Ш z€ (A, Е), = Дш, y = (1 А)ь, F 
是 . 


хун АО — А)уо = 0, 


П" (4”) 中 的 向 最 与 se (I — А) 中 的 向 最 正 交 ， 即 R, E 
se (4') 55 % (1 — 4) ҮЧЛЕ ЕЕЕ 

(к) R,= L (А) j Z (I — 4)= мя И 
АУ <=а = A. 


. 25 = 


$6. + # № 


方 阵 4 称 为 对 称 的 ,如 果 И = A. ОЛЯ А, 任 给 
一 个 向 量 z, + Ах 就 是 zx 的 一 个 齐 次 二 次 通 数 ， 它 称 为 4 所 相应 
的 二 次 型 。 如果 4 的 二 次 型 Ах ERRA, БП» az 之 0 对 一 
1 х ШУ» ПҒА НЕЕ. 如果 4 是 非 负 定 的 , BH. = Ах = 0 
的 充 要 条 件 是 + = 0， 则 称 4 是 正定 的 非 负 定 阵 和 正定 阵 都 是 
对 称 阵 ; 这 一 节 若 重 介 绍 有 关 特 征 根 ,特征 出 昌 的 一 些 结果 ， 
-61 对 称 阵 的 谱 分 解 ”首先 可 以 证 明 对 称 阵 的 等 征 根 JER K 
值 ， 如 果 l, ms xs у 分 别 为 实数 及 实数 向 量 , 人 一 A, B. 
А (х + iy)= G + iz) (z + iy), Жа) ЖМ. 
Fe S£ =Ñ BN Әл ЗЕ № НЕ 1% 


Ак = ix — ну, Ay = их + Ау, 


所 以 Ау'х py y = уАх = x Ay = ах + Ах у» 
因此 al'a + уу) = 0, 
Ар и = 0, 


ЖОН ТЕ ЕЛЕ ARRE TROLAR. 
其 次 4 = 44 了 时 ,存在 有 4 的 п 个 特征 向 量 Жаз т. y y = 


8,,із1--1,2,--.,ң. АВА МОРАТЕ ЕЧЕН Ху, з» 
7, США, WA Eb a AIRE Fe re АО Р ЛЕ ЈАТ Е, НИ 
21), 相应 的 特征 根 是 2 ть ль (ы. 可 以 有 胡同 的 ). 
ТА Sabh AA z P< 0, 使 x 与 (у, +++, т) т а 
ABIE (Ак) yi = АТ; = AT = 0, і-1,2,>-.?,5, Bl 
z, Ах, сз), ВЫ S (rna ---, Ya) Б. E $ 5 BU 5.2 9109 
£ (z, Axz,- 中 一 定 有 4 的 特征 向 量 , 因 此 就 找到 了 与 了，…， 
Үү, 部 正 变 的 4 的 单位 特征 向 境 ПШ уры. 用 这 个 方法 直到 А = п 为 
止 ;就 乒 到 了 4 的 # ДУКЕН Уз, ++, т,, 它们 是 Ra Уф 
标准 正 交 基 , 即 Sy == Уууу ij = l, 4， 记 -> 


= 26 =» эъ.” 


Г = (и Th 
таға 
ШЕ AU ГА, Жш л ( © |] B mr 一 1. яно 
20020 


玲 一 性 ,就 知道 二 了 77!, ГГ = 1, РЕ 


à 0 
a= гига rar бн] ©. | 
/ 


т 
一 > іі. 


这 就 证 得 了 4 的 谱 分 解 式 . 

刀 的 谱 分 解 也 可 以 用 另 一 种 方式 来 叙述 。 PET RE z X z 的 
BE, ШЕ ГТ = ГР’ = I,, WERT Sor EBE, ЧЕМ 
叙述 为 ; 

对 任 给 的 一 个 对 称 阵 4 ， 一定 存在 一 个 正 交 阵 了 , 使 


м 0 
PAT -( °.. (6.1) 
„/ Ü 44). 
其 中 24, ttes д, 是 4 的 特征 根 , Г = Сурет) 是 相应 的 特征 向 
量 组 成 的 正 交 阵 ， 这 也 称 为 对 称 降 的 对 前 化 定理 。 
对 给 定 的 对 称 阵 4, 尾 给 一 个 正 交 阵 了 , HJ TAr 仍然 是 对 称 
阵 ， 上 述 结果 告诉 我 们 ,对 4 — TAr 这 种 变换 ,总 可 以 使 4 蛮 成 
对 角形 的 阵 , 因 此 对 第 阵 称 为 对 称 拖 阵 在 正 交 迹 搞 下 的 标准 型 . 
6,2 同时 对 角 化 j A. B ЖЕ X n 的 对 称 阵 ， 对 于 4: 存 
在 正 交 阵 T, fE TAD БУНЫ Ж В, ЛЕ“ Г, ГАГ, 
也 是 对 角 阵 。 一般 说 来 Г, 与 T, 是 不 同 的 ， 下 面 证 明 , Г, = Г, 
充 要 条 性 是 AB = 34， 这 一 结果 通常 称 为 同时 对 前 化 定 香 ， 
先 证 必要 性 . # Г, = Ғ,, 则 AB = ВА. 此 时 


Ау 0> m g 
паг, = | Е } TBT; = `. J 
О А. Ü Bara 


Г: = Года р = Г, = r, ШИ 


л 0 m 0 Жіп 0 
НЯ. АВ = ©, гт `. r= rÍ 7. \г 
0 4, 8 z, | 0 Авиа 
4 . И .) 
一 工 | `, jer `. ] F = BA. 
Ü я. 0 3, 


再 证 充分 性 。 ЖА, т {Е Ан = hm, W| 486 = В®Аш = 
21844. НІШ m Е THB А ОНОЙ ЕАН, Вә, Бі» ttt 
Bim, > НЫЕ 4 相应 的 特征 向 晤 年 成 的 子 空间 肉 。 EH 5.2 知道 
一 定 有 一 个 吾 的 特征 向 量 属 于 = Са» Ви» В, ** >), TEMI 
ЕТ 4, p 第 一 个 公共 的 特征 向 量 , 记 为 r. 考虑 与 y, 正 交 的 子 
空间 , 存在 #3 是 4 的 特征 向 看 ， 与 刚才 的 方法 租 伪 ,可 以 找到 4, 
8 第 二 个 公共 特征 向 量 ro Erm = 0。 如 此 下 去 ,一 直 找 到 # 个 
公共 的 特征 向 量 为 直 , 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
ІІ, 当 4 ,Am ВЈ) п х n НКРЕ, 576, An 可 
ШЫ, [а +} Ж ЕО Еве Е ЕЛЕ 4,4, = 4,4,4--01,1--1,2,.-.-, 
т Б. ЖИ, НАР А 5.242, И, А7, ATT, 66 рар 
挽 的 ,因此 4 与 4 的 多 项 式 矩 阵 , 或 Аг ËJ 2 TH AB ЕГЕТ ніні 
HA, 用 谱 分 解 的 形式 来 表示 ,如 果 有 4 的 特征 根 是 4, Aps 
а trto 7# 是 相应 的 特征 向 量 ( 标 准 正 交 菇 2), 当 如 = О, МЕ 
ы = 0, 于 是 有 


A = >) Ат, 
елі , (6.2) 

At = Ў) Му, = 0, +1, +2, + 
іні 


如 果 O) 是 4 的 多 项 式 , 则 有 


* 28 + 


1 (4) = ар тии, 
n (6.3) 
СА) = > РСА) KIA 


6.3 特征 根 的 极 值 性 质 设 4' 一 4, АЙМЕЛЫН 2,---.2, 
依 大 小 顺序 排列 ,无 妨 设 А\ = 4; = re. = dr. ДЖУ Ст, “ө, 
т. ЖАРАНЫ ЕЕЕ АЈ ЕЕ): | 


4 = У) ууу» 
і-і 
жз 
L= >T 
іі 
т 


就 可 以 知道 ,对 任 给 x, х = У ari 就 有 


іші 


> ¿;al 


АЕ i 
2144 
іті 
很 明显 ,利用 上 面 的 等 式 就 可 以 得 到 

5 2,4 


r 3 
x x 


ғ 
зир 5-45 © sus izi = 41» 
ғаз gx | “т a'a . 
= (6.4) 
"4 > 14 
inf =. Эш РТ. = hy, 
жай xx =-0 аа 


38 ЕЕ, TEE Т А6: 


设 4 = 4, 4 的 谱 分 解 式 是 DUNYo НА А 22 > 
Ан 于 是 有 : 


+ 29 + 


. х Ах х Ах 
69! шір. БЕ 一 Ааа» іші А =: - = 4, (5 5) 
агуу xx. крт А 
а шысы ЖЖ 
=0 F 
+ 
GD хх _ inf - х Ах 
и sup =; 81» it д, (6 6) 
Үрей ХА х=й yr біз ` 
РЕЙ, т ЕАН, 
кеп жей 


(Hi) 记 T = (EZE ` Yaja Гер = Yan’ эт„) А 


* ЫШ 
{ хх __ x Дх 
110 зир —ç бір — == іы» 
3 ыз , 
= x K 5720 хх Гұлаша хх 
х0 
р k= 0; 15 — 1. 
. хх . r Ах 
зир inf — = ші = А 
Brz 
axie- тїй TT ыы А 
£= Q 


(67) 
57. ЕЕ 


从 $6 对 称 阵 的 结果 可 以 知道 , 当 是非 负 定 阵 时 ,存在 王 交 


Ар 0 . 
РЕГ, вгаг- (5.7) АҚШАНЫ х, HR y = Г, Mx Ах == 
D da 
А, 42 п 
ТЕ АТТ'х = y| 7. |»- Хау» МИ м0, БОУЫ, 
Ü д, = 


为 了 方便 , 今后 用 РОЖА, А > 0 表示 4 是 正 
Е, AZ B жд A — B > 0, А> B 2 A — B > 0, +E 
Ж: 


G) А>0бе»лЮ ЕНЕ, 4 = 4; 

бі) Я > 0я=> À BRIER ЖЕЗ, £ -- 4; 
Gü) 4 > 0<= A >0,Н |а| = 0; 

Gs) 4 > 04> РАВ > 06—18) В рр; 


ан яхт 


G) 4220, В>0->4-Во>0 
Са) 4 0, Уй c > й==>сА Z= 0; 


. 30. 


(vii) A > ос ЕТЕ IE А = L'L. 
上 述 社 质 G)—Cvü) 都 是 比较 明显 的 ， 我 们 对 《viy 给 出 一 个 证 
了 明 ,其 余 就 不 证 明了 . 由 于 A > 0, HI 
h 0 ма 0 Мэл 0 
ASP) 7, |гсту Сур суы |Т? 
0 0, 0 0 0 0 
Ep += rk (А), Н 1,20, i= 1, rn НЕМ L = 
о 
Ити Г. 就 有 А 一 工 工 ,这 就 证 明了 必要 人 性。 对 任 给 
0 0 
的 x, НР A = L'L, Ш] хаха ІЛЕ > 0, [ДИҢ 42-0, 值得 
ANE LAHA AARE. Wmi 


А 0 
L = ИОА О(Ғ”, 
о л/а, 


“м 0 
М] kL == rk4; iR L =F М. T“, Е = L, A= 


0 0 

工 一 工 对 于 4 之 0。 常 举 取 最 后 这 一 种 工 ， 并 日 用 А} 来 人 

ке ;很 明显 往 也 是 非 负 定 阵 。 类 人 羽 地 ,可 以 定义 A, a 20, | 
АҒ 


L 


Ж 


4° = Г у P = Уи, (7.1) 


很 明显 , 尖 4 го, A ом Мао 成立. 
7.1 Есе. ЕНЕНЕ ЖИ = 4, B >= 0, FÆ 


非 奇 异 阵 使 得 


. 31 >» 


` “wna шемені an: 


(% °) 

БАР = `. | Р'ВР = I, 

И Ы 0 Еа 

K 中 asss "s н. 是 方程 |= B A| 一 0 的 根 ， 也 丈 为 4 相对 于 B 
的 特征 根 。 这 一 结论 是 用 非 奇 异 阵 使 两 个 对 称 阵 【其 中 一 个 必须 
是 正定 的 ? 同时 对 角 化 。 现 证 明 如 下 : 5 В = р, |а| > 0, 
(因为 8 > 0 FER 《LTA4L 7 用 对 称 阵 对 和 角 化 定理 ， 就 有 正 

га 0 . 
°.. ) B P = LT, 则 

0 


Han 


ЖЕГІН ra 


m 0* 
ҒАР = `... |, PBP = I, 


Ü ны) 
ы 0 
47 一 | `:. 
0 ды 


这 就 证 明了 вс 是 方程 148 一 4 | = ОМ. 

很 明显 , 当 B = 1, 相对 于 /的 特征 根 就 是 4 的 特征 根 . 
另 一 方面 ,由 于 

0 = [мВ — A| = |ва 一 BA4 = |а — авв, 
可 见 妈 相对 于 如 的 特征 根 , 也 就 是 STA 的 特征 根 ， 也 是 AB 的 
特征 和 根 ， 注 意 到 83 > 0, AH В- У, AB 5 BAB 
有 祖 同 的 特征 根 , B+48-# 是 对 称 的 ， 当 A20 FF, В-%АВ-1;> 
0， 因 此 可 以 断定 < 相对 于 8 的 特征 根 都 是 非 负 的 . 

7.2 ЖАНЕ Ел A = 4, В >0, АНЯ 


В КЕ ри, "60 tao DBE pi 是 依 火 小 闫 序 排列 的 ， 即 
ра 22 ра 22 сс, 2н, ЖЕН 


且 有 


|АВ — A| = |АРВР—РАР|= !Р|?, 


(% °) 
| *-. ly 
r Ах = TP YF APP lr y = Рх `. 0 Ез 
| Вх ЖРИРВРЕ 2 00 уу » 
式 中 P 是 7.1 中 的 P, 从 6.3 的 结论 就 可 以 得 到 相应 的 一 系列 的 结 


= 32+ 


с. 例如 


vAr . , rAr 

šup 一 一 一 = > inf 2-27 

zalo х’Вх № ха Бх . 

注意 到 Bi > 0, В y = Вх, x = 0 => y = 0, И, 
хАх _ y'B-šA Ву 
m B+ ұғу ` 


= мы, 


НТ, Д в: 记 875487: 的 相应 于 ш 的 特征 向 量 , 则 对 
із-1,2,--, в, HA 

， ви = BB 14B ip, 
于 是 可 以 把 6.3 中 其 他 结论 写成 相对 特征 根 的 形式 ， 这 些 就 不 一 
一 列举 了 ,请 读者 息 己 去 写 一 遍 . 

7.3 ҒАБА,А 的 关系 任 给 一 个 矩阵 4, га 与 4 
ДЕТ РВЕ. 很 明显 4, A BAA, али азе 
系 式 ,它们 都 是 下 述 结 只 的 推论 . 
| ЕТ Ar = 0==> A" Ax = (== =" d Ax = 0 ==» Ax = 0, Ш 
此 Ал = 0<=> A! Ах = 0, ВП (АУ = САА). щт: 

G) Ф (4) = S? (44; 

CE) rk (2) = rk (44) = tk (A 4) = rk (47); 

Gii) А = 04> А = 0; 

(i) ЛАХ = А’ = A' XI АҮ} 

ААХ, = A AY <=> АХ, = АУ 

Сх) 1441 м Ü =— rk ( 4) = т, 


JAA] = ) <= rk (А) = nš 


CDH 4 >> 0, 则 有 
B’ AB > 0 <— rk (8) = m. 


74 REE АИ кие, 我们 
ВНЕ ӘН ЖИ, ЕЕЕ. 
жағы Rs。 中 任意 给 定 的 一 个 非 0 82 ЗІ, sZ 中 任 取 


一 组 基 ае, а. TEEDE 4 = (а-а) RAED 
S (4) = Z. IE R, 中 的 -一 个 向 量 o 由 于 Z L Set Rax 
НЫЕ и + r, ине ZZ, s€ SL, 就 是 zx 在 经 中 的 投影 . 
现在 用 第 阵 来 间 划 投影 :由 于 асо a 线性 无 关 , 因 此 A4 有 


жЕ AAA EA n хат, 如 果 хе (л), М 
x 可 写成 45 的 形式 ,因此 A (LAJ Ae = АСАУ АВ = 
Ab = ху mE > L se (А), BH +€ (4), UU 47x = 0， 因此 
АСҒАУМх-0, ҢЫЗ z = z + z, нес”, ее”, АЯ 
ALR AJ Ахи, ЗЕРЕ АС А' А уза ІІ ЛЕ ОВП САУ) 
Еа ГН АСАУ "А Жа На” S CAD ERI 
投影 矩阵 ,简称 为 投影 阵 , 记 作 Pa 

ЖИН P,=P,, Р-Р. 反之 ， 如 果 一 个 矩阵 了 满足 
P= Р, Р = P, 则 由 等 形 阵 的 性 质 知道 R, = ОРУ (1 — 
Р)= 57 (P) L % (1—Р), ЖЕРИ < (Р) ЕЕ, НИ 
HR ERTE Р! = Р, P = РНР С Ey EE Pk Ж 
划 . 由 等 寡 陆 ,对 称 阵 的 性 质 ,我 们 知道 对 投影 阵 РОК ОЖ Л: 

G) С — Р) = I — P,Q — Ру = 1 — Р(Вр I — PiE 
TIE В СР) БШ ВЕ); 

Gi) tr P = rk Р; 

Сш) 由 于 了 的 特征 根 非 0 即 1 ， 于 是 王 的 谱 分 解 式 是 р 
У) ур этсе, т, 是 P 相 应 于 特征 根 1 的 全 部 标准 正 交 特征 向 
іші 
E; 

Gv) iR Pas Ps 为 相应 于 ЖҚА) (ВУ Н Е, ДІ Р, 
P, => % (А) = < (B); 

ЖАНАРЫ Ps B: , € (4) = m (P ,) = 9 (Р,) = s (B). 
反之 , 若 Оа АР» 于 是 Z (P ,) = # (4) = (В) = 
5 (Рь), 因此 PaPe = Pes PaPa = Pas 但 由 于 Po (1 一 Pa》 = ((1— 
Ps)P = О = (I — Pa) Pas [ЕЁ PaPe = PaP ao MIE Ps = Pas 

(v) P = P: = РР Z 0, 


. 34. 


Жент ыт 384186 8 T us H 67 中 的 一 组 基 а1 557» а, 
нм АЖЕ” ЕЙ ЕНІ А АЭЖ attt аһ 
是 多 中 的 向 量 ; 使 得 SZ = SZ 《a am)， 此 时 相应 的 4 一 
Са?” “=> dis tt уйл 不 一 定 钱 性 无 关 ， Са) 可 能 不 存在 ,在 
57 (4) 上 的 投影 阵 就 无 法 用 A (PATA ERRI. WANE 
ТАУ АРИЯ АС”АУА 的 形式 来 表示 ,不 过 对 (МА у 
的 理解 要 作 一 些 修 于 ,这些 将 在 4 8 详细 讨论 . 如 果 考 虚 在 子 空间 
S ЕНУШ ЕЖЕН ТЫК АЕ НП = 6” (ты, 
7”) H Үт = 8gs і, і--1,2,95-, т, TE 4 = (1. --7,), 


#A= 1, В AAA = аа = У тт» БЖ Pa 
іші 
的 谱 分 解 式 . 


ааа 


нім ЕН КЫ ЕЕ Х, , 这 里 着 恒 介 绍 常 用 的 47, 
АЖ, ет A”, At 的 进一步 的 讨论 在 以 后 各 章 用 
ШЫ Z: 8 ЖР ҢЕЛ. 

81 A- ЖАНИ 4, 如 有 矩阵 区 满足 

АХА = А, 
Дх Й” ЛЫЖ 47, 

8.1.1 АНЕ ЖАЙ n X m Е, БЕЖАЛИ 

ЖР, О Бара ЕЗ 


7, Ох " 
4= P (Ç ,)9» r= (A 
于 是 有 
аха = ae” ?Joxpf "yo=zf о 
0 0 оо оо 
< о) ох ( °) (E N. 
o 0 0 0 оо 
. 25 + 


Ті Тіл” 2 FL мы; 
ту отуў, КАБАРЕ 


ғ a-r 


记 ОХР = ( 


АХА = A= Ти = І. 

因此 得 到 AXA = A= x = 0-1 ú е) P11， 其 中 六 部 分 可 以 
ЕЕ. 这 样 就 给 出 了 СЫЗБА, К, зом 

定 只 有 一 个 , 粗 笑 地 说 ，4 的 秩 越 小 ,4 就 越 多 。 从 4 的 表达 
式 就 可 导出 4 的 一 些 性 质 ， 

G) 对 任 给 的 4， 4 是 存在 的 ; 

Gi) rk (47) > rk (4); 

GD ATIE — e> 4 存在 , 且 <4 = 475 

С С) КСА) = AA) = z( AAT) = (A AD; 


І, * 

这 是 医 为 AA = P (2 DL. А-0 (2 о) 0: 

(+) WẸ rk (4) = m, MATA = Fns E zk (A) = п, М 
АА = І, 

Са) АА-АА = AAT, А АА-А = 474; ЕП ААА АЗЫ 

要 注意 的 是 如 果 4 是 对 称 阵 , 则 4 不 一 定 是 对 称 , 但 是 在 所 
有 的 4- 中 至 少 有 一 个 是 对 称 的 .利用 3.3 中 的 消 因子 公式 (或 用 
7.3 BJ Gv)), А ААУ ҒА = АА, ІНІ 

АА САА) А = А, АСАЛАУЯА = A. (81) 

8125 ж 4 (Ауд 首先 可 以 看 出 ALAYA 与 
(ғау шаңғы. 因为 如 果 有 两 个 4 和 4 Шр =й, 设 为 
(ААЖ в (мау, Р | 

ЖА (“аха = А = A'A (A' Ау, ТА, 

ЖЇН rk CLA) = zk (A) = rk A LRRD E S 5 A, 
PACHANA = ААА’, ЖИВУ ААУ E CA" a)" 
ЕЕ ШН ARE АСҒАУ РАО ВЛАС СГ) 


+ 36 = 


是 否 对 称 ， асаа 总 是 对 称 的 。 其 次 可 以 看 出 
CACA A AYP = ата ААА а’ = ALR AY А’, 

因此 , ACANA 确实 是 一 个 投影 阵 ， 并 且 它 有 : 

G) абаа) АА = а; 

(ву 4 2' = ов, AAAY А'х = 0. 
因此 ACAV 4 就 是 “САК, 同 理 A(AA') A 就 是 
асау ВЕРЕ. 

8.1.3 ЕН ЕСЕР АЖ БЕ ЕНГ Ж 
307,2 HIS H put АЙЫНЫН РА, ETERA $ 44, СЕ 
ma E| FR pR T B sz: 


1.ЖІРІ «0, [О] = 0, Wj 4“ = Q(P.A0)”P, 


Яп ON A7 
2. ( Кэ ) = ( " ра? Нан Xi, Xa 分别 满 足 (8.2) 
о dz гіз 
Anuen == 0, ЯӘХа4ц = 0, 


Ха 
下 面 分 两 种 情况 给 出 分 打 求 道 公式 : 
G) аА Ж. 此 时 
(40 "зү _ (4% -- А AnKa -- Холли ИУ 
Ал An Ха о 


АА 


_ ) В-( 41411-1), (8.3) 


其 中 В = Ax — дала, Хи» Ха ІЖБ ХВ = 0, ВХ = 0, 
ж Ж К, (4.1), ВЫ 


( f ” (4а а») ( т 一 44 
А Алл! І Ад “Ч “0 1 


An 0 __ Au D 
= (. Аз 一 раға.) ш (о в), 
EHR SOR., ӨЗІН (8.2) 中 的 两 个 等 式 , ВАН (8.3). М 
地 可 证 当 Аш! 存在 时 ,就 有 


ц 


* 3. 


(9% 4%) __ а Ув ) 
ха 4» “Ун Аа ААУо Ура! 
—7 
+ Га 一 了 Apd! 84 
( а, 071 азат» (8.4) 


Eh D = Ay — Ав4Ш4у» Үш» Ya Үлр = 0, DYy = 0. 
54 Хр = 0, Ха = 0, Ур = 0, Ya = 08|, (8.3), (8.4) ЛҮ 
是 人 的 一 部 分 ,得 它们 不 一 定 相 回 ,这 是 要 注意 的 ， 

(H) 3⁄4 2 (RP B £= LL, УЗ 

(4% а") — 4— L'L = (т г) 
Аһ Ар қыл шыу» 

利用 Аһ 414 = LIL (LIL i) LIL, = LIL, = Ан» 
. Аалу = LL НАУ L iL, = LiL, = Ал» 
类 似 地 有 


Andada = Ans Apnånda™ Аа, 
因此 
I >N — 4:402 
Caa бы о 1 
А 0 
-( о А» — andide), 
于 是 用 与 G) 相同 的 方法 ,得 到 


ІЗ 
( “ ”) = (44 一 AnAuXn 一 Хон з 
Xa 0 


а 
Чай 
+" 门 В-(АлАн 一 门 ， 
其 中 B = 4А — AnAnAy, Хи» Ха паны «“1ХоВ = О, 
ВХхдА = О. 类 似 地 有 
(2 f _ (9 Үш ) 
An An Ұл An — AnAnYu — Yadyda 


一 了 
十 (2 \р-(—1 Ара)» 
пал . 
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Е D = An — АрАз4а. Үш, Ya 只 要 满足 AnYaD = О, 
ПУ рн == О, 

比较 这 两 个 不 司 表 还 式 的 在 上 箱子 块 ,就 得 

(Чи 404543) = An + А404 — 4440) dndn 
一 Adua ~ Хойлйпэ 
只 要 Ха. Хай Я1Х0С4р 一 Ҹа4а4ь) = 0, 
(dn 一 АһА Ар) Xanadu = 0, 

ЗН НХ Ха = 0, Xo 一 0 是 可 以 的 , Ж А, А] LiL Ж ,就 
但 到 


Сіл) + (LIL 2 LILK LIL 
— LLL (LIL Y LIL ЛАС ТАУ 
是 мы, LiL, (L;L,) е, А 812 91:8, ЖШ 
LL LY ЕЕЕ ЕР, Р РУНА] 
(L.L) + (LL D LiL LI — ву LL АЛУЫ 
Ж LIG — Pr DL АН, Е, В АА LIU 一 P) if] 
НО, 但 它 是 LU 一 Pah ЯНА, Ww RIAR 
LIU — P, ) L, 的 一 个 任意 的 减 号 道 时 ， 这 个 表达 式 就 很 方便 了 . 
例如 当 “(усш (у, (1-Р21-0, НИНЫ 
(CT 一 PE ЗО, TE (LIL) 就 是 ВА 一 Pr) 的 
减 号 逆 , 这 一 事实 在 考点 一 些 投影 问题 时 是 会 用 到 的 . 
8.2 А+ 给 定 一 个 矩阵 4, ЮЖН X НЕ 
[аа = а, ХАХ = X, 
(аху-- ах, (KAY = XA, 
И ЕХ E АЛА ЗЫ At. 
82.1 4+ 的 存在 性 和 唯一 性 ”由 初等 变换 知道 , 任 给 一 个 4 ， 


r = rk (A) >< 0, 总 存在 了 ， 9. 使 r = rk (Р) = rk (0), E 


А = РО. JkBRF PP S Q'0 рн, Alt PP, (0'0) #7 
在 ， 我 们 证 明 X = О(ООУХРРОІР 就 是 4+， 要 说 天 一 上 感 , 当 
r= 0 时 :此 时 4 = 二 0， 我 们 斌 规定 4%5--0, МА, THRA E 


= 39 + 


ғ 
2 —— "s де қақылы rrp a зген су С s әже С time mmn ез т ins че sos s 


Ән, ЯШ 
AXA = РООСООУКРРУЧРРО = РО’ = А, 
XAK = ОСООУХРРУЛРРООСОООХРЕУТР = X, 
AX = PCP PYE 是 对 称 的 ， 
Xa = 0(0707707 是 对 称 的 . 
TI WL ХІ АТ, 这 就 证 明了 4* 的 存在 性 。 下 面 证 唯一 性 ， 郊 
Ж Af 和 42 是 两 个 不 向 的 47, ШІ 
Ат = ALAA = АРАҒА = ААРА АА 
= AI (AAS AALY = ATAATAAI = АТААТ, 
Хх AT = ААА! = ФАРА = AATA AT AF 
= (APAY LATAY di = ATAATAAT = 41441 = Аб. 
这 就 证 明了 唯一 性 . 
ДАВНИХ: МКС) и у, t= 44477 
24 rk Ca) = н, At = (АУҒА ACER, А = 471, 


ІШ» ла ав Е, 因此 ,凡是 对 任 一 
< 都 成 立 的 公式 。 对 at 自然 也 就 成 立 。 反之 , ИТ 所 具有 的 性 
质 , 并 不 是 每 一 个 4 的 减 写 逆 都 能 有 的 。 这 些 , 我 们 在 使 用 4741 
-4 时 是 需要 注意 的 ， | 

8.2.2 At ЖЕШ 下 面 列 举 一 些 47 的 性 质 ,我 们 只 给 一 
些 简 单 的 说 明 , 读 者 不 难 自 己 验证 , 

G) (АҒУ = A; (AF = «АҒУ; 

Сі) At = CLAYA = 4' Сл At; 

这 可 利用 (л'Лу* В (ғау, 

АСА АУА А = 4, АА Сал УА = 4, 

以 及 其 他 一 些 等 式 直接 验证 ; 

(ш) CLAY = қағу; 

GO ÆA = P 0, (4) = (Р) = CO) = r, Rl 

At = ОР"; 
СОНЫ = H, н = H, ЩИ =н; 


= 40 = 


(ч) # Ht = H, W| z = РЬ; 
GD E A = d, I REZE, H 


À, 0 
А = Г 7. r, 
Аб 4, 


并 约定 
МІН 


аі 0 
АЖ“ =г| ^. іг, 
ош 


ААА АН эз у ут; МЇ, АК 的 谱 分 解 为 


У ЖҮЗ 


іші 
(тін) Ж Гі» ТЕЛИ, 是 任 一 给 定 的 a X m ЕЛІҢ 
(TArt = TAT; 
(х) AAt 0, ИТА > 0. 


я 8 
AF 4AT = ААА”, ЖАА = Т | КА | Г, T = 
0 A, 


(эуе), ШАА = > ут; 20. НЕ АА” 的 特征 根 非 0 ВП 

1, AAt 是 一 投影 阵 ， ніш ATA, 1— AtA, 1— ДАТ |8 
阵 . 

83 线性 方程 组 的 解 ” 线 性 方程 组 Ax = РЕНА, 

可 能 是 不 相 窗 的 : 相 容 时 要 求 它 的 全 部 解 , 不 相 客 时 要 求 它 的 全 部 

最 小 二 乘 解 ， 这 些 问题 的 解决 都 与 АЗ, А 有 关 。 对 于 和 矩阵 方程 

AX = B 的 解 也 是 相仿 的 ,因为 求 АХ = B 的 解 X, REH 


xp пхр- 
和 和 里 依 列 写 出 , X = (x` ° хр), В = (hb), W] ах = 
B< Ах = biri == 1,2,1, p. КРАХ = B БЕНЯ 
IERT Ax 一 上 的 求解 问题 。 下 面 逐 个 讨论 这 上 芷 问题 的 解 . 


> 4] а 


8.31 相 容 方程 4x 一 也 的 全 部 解 ” 首先 可 以 看 出 如 果 Ах-% 
是 相 容 的, 则 4x 一 5 ЯН, BIFE (8 è= Au, TE r= 
ATEC =A 4и) ЯН 

AATE = AAT An = Ан = à. 
ЖОХ. Ar = 0 BU ЕНЕ х = (1 — 4-40, и. 我们 来 证 
胆 这 一 点 ， 设 x 是 4z = ӨШІН, х = А-А + (1 — 4-43, ` 
HF dx = 0, Tj r = (I 4-4 х, FJA x EL (I — А-А н 的 
Бы x = (I — ATA Ju, W) Ах = ACATA Ju = Ан- 
Аи == 0, x ДЕ Ar = О. ШІН, 我 们 知道 : 当 Ах = 相 容 
BJ, АЖ 
x= А-Б + (1 — МИ), «ШЕШ; 


或 х= Ath + (I — А Аун, «ЕД, 
从 通 解 卖 达 式 就 可 以 看 出 : 


G) НЕД 4x = b МЕНЯ I— A-4 = 0, 
ж Ай, ЫН Ж A. 

Gi) 齐 次 方程 4x 二 0 有 非 0 МУЖЕ: 11-474 >< D, 
BH А ЖЕ. 

(їн) 方程 Az = b AAH, CAIR х 中 使 хх 达到 最 小 的 是 
х = Ath, 

这 是 因为 Ах 一 下 的 通 解 为 zx = Ath + (1 一 АҒАМ, TE 
一 LT 一 一 4 Ш 

AYQI — AtA) = АКТ — (4*AY) = AYU — RAY) = n, 
因此 хх = PATATE + wC — А А\и 2 P'AT'ATb, кН 
ЖМАЛА АҒЫ “(1-А%АОи--0, БЫШ (1-4%40и-- 
0, ВЕ х = Atb, 

8.3.2 不 相 容 方程 Ах = b ПЕЙ ЯВ щих = р Ж 
相 容 时 :使 |4x 一 外 达到 最 小 值 的 x 称 为 方程 4x 一 点 的 最 小 二 
ЗЕ. Ж К. Ax = 8 相 容 时 , ax — 引 的 最 小 信 就 是 0 ,使 
{Ах — 2] = 0 йй = ШШШ Ar = b R AIE, Rit Ах = bDK 
BHA DE 4x — b 的 最 小 二 乘 艇 总 是 有 意义 的 。 下 面 我 们 将 


. 42 . 


МЕНЯ Ar = Р а 557702968 
r= ATALAR Ау A'b + (1 — А Аун, и Е 
或 х = Ath + (I — А+4ђи, и 任意 , 
很 明显 , Ах — b = Ах —P,b + (Р, — 1), 因此 
jaz А = Ах Pebl + MPs — ПБ 
+ 2((P, — Dey (Аж — Pab). 
实际 上 ， 由 于 # (P,— Е) (az Рав) = P (P, — Ту АС — 
(AAP и’) = D, 因此 
{Ах — 2 = lAr — Р.В? + | Ра) i — ғр, 
[4х 一 直达 到 最 小 值 G 一 Р.Р КЕ ЖЕН 
Ах = P b, В Ar = АС ЖАУ 4%, 
而 Ах == РЬ 是 桂 窒 的, 它 的 全 部 解 是 
r= ИР. + (1 — 4-A)u，w Е. 
注意 到 ATP = А-А (АА)-АЬ ВНЕ, Я 
ATP b = ATACH АУТА = АЗДАЗЫ = А+. АЛУ pE 
的 通 解 用 АТ 表 永 就 很 方便 ， 它 和 8.3.1 ИЕ ВЕ, ЫП 
Ax 一 捐 的 全 部 最 小 二 乘 解 是 
x= АТР (1 — АЗАУН, “ЕЖ. 
并 且 * = Atb 是 最 小 二 乘 解 中 使 x'x 达到 最 小 的 唯一 解 ， 

8.33 AX = B 的 极 小 迹 铎 ”对 矩阵 方程 АХ = B. Ж 
“САХ- ВУСАХ- В), XX 使 AX 一 BY(AX 一 B) 达到 最 小 
的 就 称 为 方程 AX = B КЛ. ATX AB Яши, 
Х- Car- аҙ)» B 一 Cr ` Фу)» 

(Ах — BYCAXK — В) = > (Ar; — БУ (Ari — bo 


因此 使 (Ах; — by (Axi — bi) 达到 最 小 值 的 z, MIRAX 
{ «(АХ — BY (ax 一 B) 达到 景 小 ,因此 
X = AB + (1 一 ЛШ, 任意 
确实 是 AX = ВОЛ. | 
ЕАД ВЛЕ ИЕН: 4x = В НЕНИЯ, Az 二 的 最 小 


. 43 8 


ZĘ, АХ = В 的 极 小 迹 解 都 可 由 相册 的 形式 给 出 它们 的 通 
Ж, 

84 投影 ”如 果 R, 是 子 空间 97, 和 2, BJ B Edi 8 К,-- 
SG +. =, 则 对 任 一 给 定 的 ХЕК, Y TJ ЕЕ В н + ss 
s € ZZ, i= 1,2, W R, = Z+ Z, АИК = E: x ТЕ Z, t: 
的 投影 。 从 广义 赣 的 和 连 质 知道 ， 任 给 一 个 4, 4 的 列 向 量 不 一 定 
REER) АСҒауғ 就 是 кл) LRE Аа Р- 
Аля) д’ 后 ;知道 P= P, P = Р, PA = A. 我 们 在 $7 中 讨论 
kI. АУЦА ЕН ІН, ACA E 就 是 Se CA) 
上 的 投影 阵 , 现在 有 了 广义 逆 就 可 以 将 它 推广 到 一 般 情 形 。 实际 - 
ЖАННАН А. ЖО Жс R, = |+ La НЕЕ К, ` 
Е р + sa ы С, i= 1, 2, БЫҒА Ех SZ 
方向 在 <, АВЕ, ВР m и, 不 一 定 正 变 ,于 是 就 称 为 斜 投 影 ， 
利用 广 愉 赣 也 可 以 求 绸 斜 投影 阵 的 崔 达 式 , 这 里 不 进一步 讨论 了 ， 
ПЛ СЕВ ЗЕРНО) E А(ҒАУА 的 一 些 性 
М. 

G) BRAA 04) (АВ) FF, (4) = (ав), Я 
К, Ака ЫНЫҢ AB ин ЖЕ. BREE 
НЕС Я = ВС. МИНИ ИІН СА. 由 于 
(AB) = (д), НИЕ: АВСОБИЖАВУЕ 也 是 S (A) 
的 投影 阵 :因而 就 有 


AB(B'A'ABY B'A'A = P.A = 4, 


WREN С--(ВҒАВУВ ҒА, 
Gi) ыта <4ау д’ 是 投影 阵 , 因此 1 — AC AY. 也 
是 投影 阵 , EEI 1, — А(ҒАУА >) RAR ZE Р, 
АСАЛА 一 0 成 立 的 充 要 条 件 是 水 (A) =», МАЯ | 
的 性 质 : 立 即 推出 
БВ-РБАСҒАУАВ > 0, 
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并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 B аага) B, 1R B ñb E 
均 属于 L(A) BRECH 3 = 4С. 特别 地 , 取 4- е, 


44 30, В = .上述 不 等 式 就 是 通常 的 Schwarz PEA 
(а Бу = (ва) (УЬ), 


$9. 计算 方法 


多 元 分 析 在 实际 使 用 时 , 离 丰 开刀 阵 的 数 俩 计算 ,主要 斑 及 机 
TAR: 与 解 线 峰 方 程 组 有 关 的 ,在 逐步 回归 .逐步 判别 中 常用 的 
G, D 消去 变换 以 及 用 雅 可 比方 法 求知 阵 的 特征 根 和 特征 向 蛋 ， 
下 面 拔 要 好 说明 一 下 这 两 个 方法， 其 他 的 内 容 请 读者 参阅 有 关 线 
性 代数 计算 方 靶 的 著作 . 

91 G. D 消去 变换 (т, 门 消 去 变 柳 是 对 矩阵 4 施行 一 些 初 
等 变换 来 达到 解 方程 , 求 画 归 系数 等 目的 。 我 们 先 考 察 一 下 ,对 4 
мазда, 4 际 是 如 何必 生变 化 的 为 了 节 写 方便 ， =й 


жоо Са > Са” а С 


Е, 因此 ， Aw РЕ 
改变 的 ， 这 一 点 请 读者 注意 . 

4 3 пх т К, (i, 门 位 置 的 元 素 是 ала На) і 0, 
对 4 阵 的 第 i 行 除 以 Нұра 于 是 就 将 


Z. (аң) ERI A 


写 出 来 是 : 
ж 
一 人 一 anlai а/а T. (PETER 1 Hiit aits * ааа 
ж 
ізіл у жум т ; Ñ 


对 do 将 第 1 行 减 去 第 ; 行 的 or Е, 
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алан; йй; ви; 
А 4 ц 一 ар № 4—1 І 
1 2 “jj dij аң 
Ж 
— n — V 
i- 1 
а, тат; Ян: 
8 арас" 202 0 ба S 
! ajj fij 
3 
x; NM Кр 


然后 对 第 2 行 \ 第 3 行 ,… 逐 行 优 第 工行 的 方式 进行 亚 换 区 第 工行 
除外 ,第 i 行 一 直 保 六 不 动 ), 最 后 就 把 4 变 成 了 
0 
жж : жж 
0 
A = | aafaa oa 1 виа на) э 
0 
жж : жж 
9 


其 中 米 «ЖУ (a, В) ЕЗІ ЖЕ а. 一 аваа fa. ЖЕТЕ 
шин МАМ ДОЙТ РАТ ЖҮР АЛЯР ЖЕЙ: 

G) ЕД а) ВВП ар UEH ay = 0); 

GD Hai, a= 1, -rn 从 第 % 行 中 减 去 经 (1) 变换 过 
的 第 i ITRI a, 倍 ， ; 
从 最 后 的 矩阵 来 看 , 它 的 策 j ЕТА г; = (0... 0 


ізі 


10... 0). дж ЯНИ; 列 的 


ы-і 
— 21/8 
— an. i-1# 


аз; 81; 
ж и , 
е; — 9 > 1/4; ж 
— Иан | п 
. 4-і 


да“ 
Я: Ян 


Аа ЗА ШЕЛІ» БН-ЕЖДЕ. 并且 放 在 杆 应 的 位 
置 上 ， 于 是 ,就 引信 一 种 G, 六 消去 变换 , 它 的 定义 如 下 : 
Жа 一 (oj)， 如 果 а, ж 0, ТЕ 
а) Шазі, Ë Se pp. aug ИНИ a, 一 през 
(8) ая ¿BF,$Ü a, PER аа; 
(ш) 8 = ; ht, HE аҙ, 换 成 агр ais 
(у) TU) а); Жару ған, 
ЖЖ, НЕ АНГ 


ж ж 一 а а * ж 
- а-а 
ға/ ау” М арац 1/4; ааган n.. Bim’ аң 
— ана; 
* ж 一 Ci ai ж ж 


Нерж ж РБ Co p) 位 置 的 元 素 是 ass tafli nis 1020 
ТКА), 称 为 对 矩阵 4 施行 了 ti, D 消去 变换 ,或 简 记 为 对 4 进行 
Тт, 变换 . | 

不 难 证 明 , (1, p 请 去 变换 具有 下 询 丙 条 人 性质 ， 

(1) Тетка» = A. ВИА ЕВЕ Ci, D 消去 变 
换 ,其 结果 是 4 不 变 , 这 很 容易 直接 验证 . 

(ü) Æ iS k, jÆ l, М Т,СТҺСА)) = Ты(Т(А)), 这 也 
可 以 直接 验证 , 它 表明 Ty ВОЕН У. РИНГЕ. 
这 两 条 性 质 是 很 重要 的 ,有 了 它 , 我 们 可 以 得 到 一 些 很 有 用 的 
结论 ,例如 对 Ti 这 一 类 变换 ,就 有 TTi(A)))=4 ,Ti(Ti(A)) 二 
Ta Tala) i, 祖 等 不 祖 等 都 成 立 : 因 此 , 对 4 施行 了 一 系列 的 
T: 后 ， 黄 最 拔 的 绪 果 只 与 这 一 系列 变 痪 中 出 现 奇 数 次 的 T, A 
关 . 这 些 性 质 ， 在 逐步 回归 的 计算 和 逐步 判别 的 计算 中 者 是 很 起 
作用 的 ， 现 在 来 看 Gs, ;) 消去 变换 的 一 些 应 用 , 

эл НАНА № 4 ВАА НИ, 与 满足 方程 


а 47 + 


y + 4 + 一 0， 这 一 方程 可 以 理解 为 用 * 来 表示 у, х= 


тх1 f x mt {н 


Са»: ЕА у = Со” “7; YaF. WR Сэ» Жә» stm) 来 
ЖТ Са» уз» 5.) 5 RERE ro y K T E St — 
下 ， 由 于 方程 y + Ах 一 0 的 第 一 式 是 

y + аңла 7 十 二 ақаба = 0, 
当 an = 0 有 时 ,这 一 方程 式 也 就 是 


n + аду + apanr F ++ + 十 alma ma = 0, 
将 这 一 表达 式 (А Н yo хас» za ЖЫЛЫ АА) ҚА у + 
Ах 一 0 的 第 i 式 ; 就 得 
у; — andn yi + (as 一 апав aude + 1. = 0, 
ШЖ у + Ах 一 0 写成 表 的 格式 : 


м x: т x = 
x, lja affa *.. g im {ац 
баш CELGA] 
y: — a fz fn +" н — 
dir: 21 
teid 2..7. 
ина a (é — РЫ. ... азы — “АМ 
Ул fii #1. 


它 就 是 把 4 进行 G, P 消去 变换 中 的 Та, В Tuld) 就 是 我 们 所 
要 的 АА НЫНА. 很 清楚 , ЯРУ БМ 
换 , 只 要 4 中 а; >= 0, 施行 Ta а. T; ( AD 就 是 所 要 的 矩阵 . 

9.1.2 部 份 消 元 ”如 时 希望 对 y + Az = 0 的 表示 式 中 调换 几 
个 变量 ,此 时 可 以 将 z, у МИЫ, АРНАНЫ. 25 pR. 
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09) + (人 Ain C) = 0, 
VD Ал т Хр 


设 las] >= 0， 则 可 解 出 前 曾 > 个 方程 ,将 xm АНА уа) 和 ғо», 
然后 再 代 人 后 面 а 一 + 个 方程 ,得到 
[50 + (An) ур + Ац Aro) = 0, . 
yo 一 Andi ym + (dx — Andu Када = 0, 
这 样 生 就 达到 了 调换 变量 的 目的 ， 也 即将 хаз, уо 用 yas Хо 来 
Жж, ИШ ЖЕ ЕЖЕ РВК ГНА, 


жа, Xia Уо) алау 
— 
-» 一 
Уз А, 411 а) Ат! An An 
Mrs) Ча Aar МЕН — 4,411 Ам Ч 
—————— 


然而 从 9.1.1 知道 ,区 уа 与 ro ШЖ. ВЕ EEA 52838 
行 变 换 Гиз Тар 7%7; т, =, 这 就 证 明了 尘 革 连续 施行 Ті» 
Tm - .-， 人 (注意 与 施行 的 次 序 无 关 ) 就 把 


Аң dy An An dn 
4- үй J > (е Аз 一 жазам), 
заз ша Еу + 4: 一 0 出 发 ,逐次 对 
AR Totto’ Tap MEDRE 4 一 .但 这 要 求 在 逐次 施行 Tj; 时， 
主 对 角 元 不 出 现 0 ,要 吕 爷 这 一 点 ,只 须 略 加 修改 , 就 得 通 笛 的 主 
元 次 消去 证 (注意 对 正定 阵 4 施行 ?ia 后 主 对 角 元 决 不 会 放 现 O), 
ннен TH: 
G) 列 出 矩阵 A, 4 中 元 素 а, 都 是 实数 ,4 的 上 面 和 左面 号 
ЕН, И) ару "т ta Буур, ja 
GD ің Ет ДЕЕ Б НАНДА yi 555 yas MEA Су), Е 
ЖЕ ЕЕ Е (ұу) ЗРЯ, ЭЧЕ ВСЕ 1 的 那些 行 (也 
即 考 察 变 量 尚 末 调 换 的 那些 元 素 和 相应 的 子 块 ) 中 的 元 素 , 寻 找 绝对 
ЕК Шан, 然后 进入 СШ); . 
(ш) 如 果 а, = 9, BBRA BRER ЖАЖА; 
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УД m; т 0, BEFRA Giv); 
(iv) ВЕ Ta Еу, 5х, SERS RE GD; 


(v) 重 排 行 和 列 ERK EERDE уә Су 表 的 左 


ШАШ АЕ жыз зз, xos Г Жиз АЕ A7, 


9.1.4 解 线性 方程 组 FEDE Bx d Қ 它 可 能 相 容 也 可 


能 不 相 容 我 们 取 а= (Bid), #913 的 方法 能 得 行 到 底 ， 


所 得 的 最 后 的 矩阵 就 是 【B- HH)， 因 此 就 求 出 了 解 、 但 吓 方 程 


Вх 一 4 可 能 基 不 相 容 的 , 也 可 能 有 泡 穷 多 组 解 ， ДНИ 


求解 的 过 程 中 反映 出 来 呢 ? 


实际 上 , 当 [B] 一 0 时 , 则 进行 了 若干 次 (i, р 消去 变换 后 ， 


就 会 日 现 0 扎 ,写成 表 的 形式 就 是 


ЖЕ 


景 初 的 到 无 妨 让 假定 为 : 


Ха Жа) 
Уаз В, В: Фау 
Ж В, В, ба» 
因此 ,就 得 : 
Сп == В!» Со = BI Ва, 


Ca = —В.Вц, О = Въ — BaBy Bw 
спу = Ва em = du, 一 ВВ! day, 
此 时 只 有 两 种 可 能 ，co 关 或 co 一 0, 2591218: 
ca > 0; 方程 组 是 予 盾 的 ,无 解 ; 
сє) 一 0。 方程 组 有 无 穷 多 组 解 , 通 解 的 表达 式 是 


(5%) (° 一 CoN (ғ пча — В Pura) 
= = 
{2} дд) “G 3 


a 50 > 


其 中 хо) ТЕЙ, 
ЗЕ» КНУ У ВЕЛ, НТ НЖЖ АҚЫ Ал 
TG, DWAR Ни —¿z> uB Tu 


Xil Си Са 
Meyy Сы о 
ЗНО АЖ у Py НЕДА 
Ау А 
A= ( ) 


Аз гір 3 


ІН Cu = Яҙ Су == Ат! Ау,» Сы == — Аай, О = Ар 一 
ААА» 因此 rk A = Ан, Au ИА. 

(1, D PREKERS LA кра Н), 这 里 不 作 
进一步 的 说 明了 , 放 在 以 后 有 关 的 章节 中 再 来 说 明 ， 

9.2 求 对 称 阵 的 转 征 值 ,特征 向 量 的 雅 可 比 法 “从 $6 对 称 降 
化 标准 昏 的 讨论 可 以 知道 ; 如 果 对 称 阵 4 经 过 一 系列 的 正 交 变 
换 , 变 成 了 对 年 型 , 则 对 角 阵 中 主 对 角 元 素 就 是 4 的 特征 值 , 这 些 
Езген анадан И КИЕВ 我 们 知道 , НИНЕ 
正 交 阵 具 有 下 面 的 形式 ， 


1 
. | | 
созӣ sin @ 
1 . . 
R; (80) = -.. <], 
1 з 
— sin Ü cost i 
i 
1 
+ 1 


+ 5] в 


路 可比 法 就 是 通过 一 系列 的 旋转 使 对 称 阵 变 成 对 角 阵 ， 

ЖА = G) 是 一 对 称 阵 ， 考 察 4 的 非 对 角 元 素 中 绝对 信 不 
DORRA. MARA ЗЕНА 已 是 对 角形 ,因此 无 护 设 a 是 
绝对 值 最 大 者 . | 


& (7% # a; = йд» 
tan20 = 2а/ (ан — а), Ж ан °= ау, 
于 是 将 4 ДЕЕ К;(Ө). ЗЕ RaO) ВШ 
A Ra OAR; (0)2 А), 


对 А, 继续 上 面 的 做 法, 找 4, МАЕ Лал; жк rh ЧЕК 0 тр 
天 者 :如 果 没 有 , 则 4, 已 化 成 对 角形 ПЕН ЙГЕ ШӘ, 
ЖИТ, on 。 这 样 一 直到 将 4 化 成 对 角形 为 止 。 

现在 来 说 明 , 为 什么 这 样 旋转 就 一 定 能 还 到 我 们 的 目的 。 我 
们 知道 tr 4А 是 4 的 全 部 元 素 的 平方 和 . EHAR AE S 
К.(0) № RO) 后 ,4 就 变 成 了 人 一 Ri(6)ARi(0), 而 区 AA 一 
tr К:;СӨ)АР,,(0)К:(6)А8,(0) = т LA, ШВ А, 的 全 部 元 素 的 
平方 和 与 4 的 爹 部 元 素 的 平方 和 是 相等 的 。 然而 4 Ел 
的 平方 和 是 У o EIA ER л, RP Ж; 行 ,第 i 行 .第 
гЬ У 列 的 元 索 可 能 会 改变 ,其 他 的 元 素 均 不 变 , 因 此 , 主 对 得 
жя НАЖ а) 与 а) 可 能 发 生变 化 ， 考 察 4 中 的 子 降 

da Яң 
Ç 4), 
很 明显 ; 当 取 tan29 = 24,/(а,-- а) 后 ;就 有 
cos — sint, рар fi cos? зіп) гай б 

(ae cos0) и) С sin Ü е) Е 5 4), 
因此 Сай)? + GAY == ak + ak + 24, НИЕ EHA 
元 素 的 平方 和 是 增加 的 .因此 ,每 一 次 旋转 后 , 非 对 角 元 素 的 平方 
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和 就 减少 , 主 对 角 元 京 的 平方 和 就 增加 ,只 要 非 对 角 元 案 中 还 有 非 
0 项 , 总 可 以 通过 旋转 来 降低 非 对 着 元 素 的 平方 和 ， 因 此 ,问题 就 
ЖЕНЕ Ы КЕНДЕ» 一 定 可 以 将 非 对 角 元 素 全 部 化 为 f， 
这 一 点 我 们 就 不 给 证 明了 ,请 读者 自已 考虑 . 

如果 经 过 让 次 旋转 后 ,4 变 成 了 对 前 阵 ; 于 是 4 的 特征 根 就 是 
对 和 角 阵 中 的 对 鲍 元 素 , 4 的 特征 向 景 就 是 5 次 旋转 矩阵 的 笑 积 ,这 
是 因为 每 旋转 一 次 , 要 应 的 旋转 矩阵 是 RNK8)， 无 访 设 无 次 旋转 
的 角度 依次 为 负 ,- 36,, НЕОН № Кв), ВВ,» --, 
R,(6,). 令 


R 一 JI R,(68;), 


ізі 


ШЕЖЕНЕ-МЕЗЕ CE E S EHR ЗЕЕ 


м 0 
R А x-( А ) 则 有 
АП дь 


pxp 
m бй 

4 = Е ©. R’, 
Ü шу 


可 见 尺 中 的 列 向 量 均 为 4 的 特征 向 量 。 在 实际 计算 时 , 只 要 达到 
非 对 角 线 的 元 素 的 绝对 值 这 分 地 小 【 即 示 到 要 求 的 相对 精度 或 绝 
对 精度 ) 就 行 了 , 并 不 要 达到 绝对 的 零 , 熟 恶 计 算 的 同志 对 此 是 更 


$10. 和 矩阵 微 商 


这 一 节 介 绍 柳 ,向量 ,矩阵 对 变量 求 导 数 的 表达 式 。 与 多 元 分 
析 中 求 统计 量 分 布 有 关 的 一 些 公 式 将 在 第 九 章 中 另行 介绍 ， 这 里 
只 给 出 常用 的 一 般 的 公式 ， 

于 面 用 列表 上 的 形式 缩 出 各 种 微 商 的 符号 及 其 合意 : 


”3 


3 
И 
Е 
地 
+ 
ў 


š Ж 
| 
# 向 E ñ 
т, 
4 
Сар 
= өш 
5 9 
Ba 向 Е 可 
GE 
ба» 
54 ж ж (es 
Üdi; РА 
да, 
ёа 52 
ЕН A Е 
Әл, 
85 
“> ЖЕРЕ С да, 
өз ЕЕ Gaxa) ( с ) 
вх: тхі 
24 ба; 
5 жон (бг) 


1. 设 + 是 xl ЕЕЕ, a 是 a X 1 的 常数 向 量 ， 于 是 
(а=) _ Ө (Аа Ә(х)_ ð po 
Әх, (> геу) a WA E 0 ка) = а. 
2. 8k нх, Яй» X n 的 常数 短 阵 (不 要 求 了 对 
称 ! ); 则 


> 


ғ 8 ый 
Эх. Сх Ах) = РИ (> >: 9) = 2 дуалау + > Cant ap)tjs | 
| r o5 Е iti 
因此 就 有 
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ғыш 


2 (= Az) = CA + АО. 
特别 , 当 A= A ht, Ê (Ах) — 2х. 
Əx 
ЗХ л X n ИМ, Xy RX ЧН КЕ 


де, MAFIA |X ы 的 微 商 可 以 用 代数 余子 式 (或 送 矩 
阵 ) 表 示 . 这 是 因为 


|х| = 21 ty Хи» ізң1.2.:--. fa 


i=1 


并 且 х, PRBE х, 于 是 


әјхі_ 
Эу, Ки» 
因此 
Хи Хи Xin 
хи: : 
ҒТР ах - 
ғ. к М Ха Хау Хал! 
Еж! 
Хи Ал Ки 
1 . 
Хо == — . 
1х| V ` , 
Хы Хэ, Хал 
就 得 


ajx] —1%” — r ,x— 
ДХ] раро = X. 


ШЕ X = X, 则 因 ху ко 独立 变量 只 有 zat D 个 ,此 


时 可 直接 看 出 
sd мр j, i= 1,2,-"., ny 
2Х,) Шізі 1 =ç ¿= ; = n. 


Өх 
因此 ,得 公式 (注意 X = X) 
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Sxl 一 2 1хіха ~ (e) 

ӨХ 0 Х,, 

要 注意 , 对 X – хиа, эх | 是 一 个 形式 的 写法， 因为 
Ә|Х| |х| mg, 为 了 形式 上 统一 并且 公式 比较 明 移 ， 还 是 


дх,; Жи 
ajx]. = 
Я 5х 这 个 符号 ， 


+ X = (бу) Еп X n БЕЛТА ВХ", Ж 
(x7). 
r. 


用 Ess жЖНРЕ сер вр Ев 中 除了 (=, в) тже 1 以 外 ， 
黄 余 均 为 0 。 为 了 方便 ,用 符号 [414 ВАЗЕ АВ СО, {Ж 
的 元 素 。 于 是 根据 定义 就 得 到 


--1 
SLX Te ра L [(X + gE) — Xaa 
Әх =) Е 
% (X + sE,) 1 — (X + веер! 
— x eX TeX Vl + ва), 


БИШ: . 
1 NA wl = — 1 Хех“ 
Б ICX + eE) X lo є 上 |. 
_[Х ІХ”, Хо [Xe 
+= Хо но 
所 以 
lim 二 [CX + eE, Хз = — [XT Ju X 7 lj 
因此 ， НА ызы 


~i 
ӨХ. Xle X, 
Өх, 


从 这 个 公式 就 可 推 得 , 作 变 并 Y 一 Хот, НЕТ 
列 式 是 IX 128. ЕНЕ 
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дк 一 — Ут с, Вр = 1,2,- 5 fa 
因而 
Ү-:. 9.7 Беу! 
(9) | мү | Ë á | Y ў 
Әк, : : =: 2 ` y 3 
у Ya Y т. Ynn Yad: `. Yanti ` 0 
ТЕЗІ yu" бб |7 
注意 到 : ЖЕМЕ = Ур, 
У, = + Felt" Yasi 
| а 
即 得 sa|- yj” — |x |->. 


$ 11. ЖЕРІНЕ 


在 某 些 变换 和 群 之 下 , ЖЕЕ ЕГИ ТЕЗГЕ ae ann t. 例如 在 
初等 变换 下 〔 对 行 、 列 都 施行 初等 变换 )。 任 一 矩阵 4 均 可 化 为 


1, o 
(; ) 的 形式 , 其 中 r EA BREEZER TF , ЗЕМ 


XA 均 可 化 为 对 角 阵 ， 下 面 我 们 下 介绍 一 些 常 见 的 标准 型 . 
111 Hermite ЖЖ ЗЕНА n X n БРЕ, ФН А 
有 下 列 性 质 : 
G) 主 对 角 元 素 非 6 即 1; 
G) 主 对 角 元 素 为 0 时 ， 相 应 的 行 全 为 0; EHATE Y] 
时 ,相应 的 列 中 其 他 元 素 均 为 0; 
Gü) 主 对 角 线 以 下 均 为 0: 
则 称 五 是 一 个 Hemmie 标准 型 ， 很 明显 , ЩН} Hermite 标准 型 


i, В 
к ОЧЕН ЛШ Е O 的 形式 ， 即 


存在 村 次 阵 《 正 交 阵 中 的 一 部 份 ) P, ë РНР (5 0) 由 于 
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ж -——.— Стаса + волана то О -.2- олы. J.T е а au чы ыт 00222 r 


{PHPY? = РНР’, ЕН? == Н, ВП Hermite ЖЕН Е 
的 . 

性 给 一 个 n X n МУ A, 一定 存 在 非 奇 异 阵 CC， 使 4 = 
CH, НЕ Л Hermite 标准 型 ， 这 实际 上 是 对 方 阵 4 施行 “ 行 的 
初等 变换 ” ,相当 于 高 斯 消去 法 ,就 不 再 证 明了 ， 

11.2 正 交 、 三 角 分 解 ”和 在 给 一 个 非 奇 异 的 方 ВЕ 4. НЕ 

AERALA, ТЕН ФЕ ЯД A BU 7 
用 一 组 标准 正 交 基 的 线性 组 合 来 表示 ， 并 且 表 示 的 系数 构成 一 个 
上 三 角 阵 : 即 在 在 正 交 阵 了 及 上 三 角 阵 了 使 

A = T T, ТШШ ҢҢ эл tu 20, i= 1,2,5, В 


Аяхп яхи ехо 
THE Rh 7 ЕЕ BS ЕЖЕ Г.Г УЖЕ ЗЕ To Т0 Ес 
ЖЕБЕШ, 只 要 лт, Г.Т, MERE TT 又 是 上 三 角 阵 , ХЕ 
БЕСЕУ Т.Т! = ГГ), 于 是 ТАТ)! = 1, VAR = Ta Tr = 
Г» 


| T 
АНЕ An >m 一 定 可 用 行 初等 变换 , ЖАЛЬ (Ó )° 


үт 
НТА EZAR ААРА РА — P (о). МР, 
УХ БЕ ЕВНА „НЕЕ НОЕ ЗЕ: Г, Ж ЕЕ T të 
T 
P= rT. Жал-һт(7) ажат (2) павя 


KEET Щн > m Е, 4 = r( N, Tr 正 交 ,了 是 上 三 角 阵 ， 将 


Т 
газе (г. п), PE А (то (0) гт 


эх» пит 


Is T EZ #, 通常 用 8 表示 工 , НЕЖЖТ, МА = О R, 


о0-іІ,.,ЕвЕН-Я», 这 就 称 为 ОЕ DH ENEZ, 三 角 分 
Ж. 
113 жз 任 给 一 个 矩阵 4 ， Айлалы” ТЕН 


= 58. 


右 乘 一 个 置换 阵 Pi 使 

АР, — (я, Аз >, ТЕ тығу, 43, = 44,6. 
Ez 52 (41) НЕ т, сс, yo HR С Сау PÉ 
一 组 标准 正 充 基 7 7ss РЕ Г = (Yr Эт, а Y, = 


г 
аһ Ту) 是 一 个 正 交 阵 , Rr —( | 也 是 正 交 阵 . $ 


ГІ, пс) 


НИ 
ГАР, = ( ф 4,44) = ( 
1 r: с 1 1) о о 


ж,-(ғ ©), Б 
` i 


TA PACI -Сұ mA: 0 
га р o) 
0 о yo I 0 0 


(Туз 0 


0 ү) 则 


негі жо ДЕР, — ( 


, 1, 9 
T APPP = ( ). 
а 0 


ЗАТТЕК Е, 总 存在 非 奇 异 阵 P 
БЕЗЕ  Г{# 
І, 0 “ 
A = 1' ( оо ) P. 

11.4 Cholesky 分 解 没 420, 则 存在 非 奇 异 阵 工 使 4 = 
г. 对 LL В ИО 的 结果 ,就 有 唯一 的 正 交 阵 及 主 对 艇 序 素 大 于 
0 的 上 三 骨 阵 使 L' = ГТ, Wk L = ГР, А = ТТТТІ-- TT, 
H TTE E= EE, ГИВЕН. 正定 阵 4 分 解 为 上 三 角 阵 
了 与 下 三 角 阵 T' 的 乘积 , 4 = ТТ. 

IX $h zy ЖЕЛЕ ЕШ УЕН Ах == b Бан. RE A> 
о, Ма=тт, ЖІ 

Ах == р <= T Tr = 5 
< Tx = (T) 
.59- 


< T”y = b, Tx = у, 

HT T 及 TT 部 是 三 角 阵 ,方程 Ty = 5, Tx = y РАЖ ü А В Bf 
求 得 解 , 而 工 中 的 元 素 均 可 由 4 一 тт, 了 工 是 上 三 角 阵 直接 定 出 ， 
这 样 就 给 4x = 5 提供 了 一 屠 解 法 ,通常 称 它 为 直接 解法 ， 

还 可 注意 的 是 , 当 规 定 7 中 的 主 对 第 元 素 均 大 于 0 时 ,如 此 的 
分 解 是 唯一 移 。 现在 来 证 月 唯 一 性 , 若 有 不 司 的 分 解 4--ТІТ,- 
TiTa ШІН Tr TIT Ti = L. Т = TT МГ = (Ty Ti, 
于 是 有 T'T — 1, ПТ ДЕЕ, Hu T DW Е JS EEB336 28, 
Е Е= НН, 


+1 
А ` +1 0 | 
0. “жі 


但 限定 工 的 主 对 角 元 素 光 大 于 0 ,于 是 了 一 了 


$12, 矩阵 内 积 空间 


在 这 一 节 我 们 考察 全 体 ”x m КЫН А 看 成 是 ят 维 


а 
ВЫ ЕЕ. 实际 上 ,对 每 一 个 4 = (аца - М “а,)» іп 4 = | : ) ШІ 2 
б 
确实 是 пт 维 向 量 ， 很 明显 „АРЕ ЕЛЕК ЖӨН EEBU3E2E  # 
ох т ЕЮ ат 维 线性 空间 , 它 的 一 组 基 是 E, ep = 
1,2% --эіл.іш1,2,--ы, т, НЕН у 


0 0 
b= : ра 
0 0 
ТІ! ”| * 


-© 


. 60 = 


Е— п x m 的 矩阵 = (а), ВЫ, > > age 而且 可 ， 


了 一 Еті 


以 定义 A В ИРИ ЕЕ ВС dB 实际 上 ,因为 
кє B — x B'4 — R= #2, 
它 确实 是 内 积 ， 因此 ， 当 tt AR 一 0 时 ,我 们 说 4 与 了 垂直 (这 
里 不 用 正 交 ， 以 免 与 4，3 是 正 交 和 矩阵 相 混 湛 ); (плу 
(> a) ажа а ОА, 记 为 ПАП. ЖЯ АЯП А gat 
”应 关系 ,我 们 很 容易 看 出 相应 的 Shw RERE 
(п ву (т J'A) (и B'E), 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 常数 1 使 4 = АВ, 
ПАЛ, аа Ее, ВАЗЕ 
рано F ВАО ж, мала. 然后 再 进 一 
ЖЕН ЖИЕНІ Sh fh: Я. 
121 ЖЖ (Kronecker F) ЖАН их, ВЕ рх и 
的 阵 ，4 = Ga), B = Он), MJ 4, B RRRA ABB 表示 ， 它 


是 пр X mq 的 短 阵 ， 


dub арВ `... 48 


ADBA Ca; B) = anë anB ++ аҙһВ . 


anB 028° а. В 

AR НЕЕ, ХЕ ОЕ {ЕЕ а КОСЕ ЖҚ: 

а) ооА4-АФОо-о, 

(2) (4: 4) Q B = (4,9 В) + (A, @ В), 

G) 4 @ (B + B,) = (4 @ B) + (4 © B). 

(4) Cat) © (ВВ) = opl 6 В). 

(5) (41 9 BOCA, © Bp = (444) Q (В.В). 

(6) (AQ BY = AQB, ~ 

(7) 如 果 Ат, ВЖЕ, MU (4 @ B) = 4-1 б6ов-5--Ж 
HA (A OB = 41 他 81; {А A @ BE САФВУ BJ — BB 


. ől a 


分 ,而 不 一 定 是 全 部 。 

(8) «(459 В) = (t A) Cr В). 

FERH С ЖЕН УВ АУ ,我 们 就 给 出 证 朋 ， 

(9) 设 4 是 p Xp RABE, RBE g >< а 的 方 阵 , 4 的 特征 根 是 
2, 相应 的 特征 向 量 是 wx，B 的 特征 根 是 z, ARRENE ©, 
ПИ @ В 有 特征 根 Ал. 相应 的 特征 向 量 是 © >, 

№ (А @ B) (и @ г) = (Ли) ® (Br) = (ди) D (ие) = 
lalu È 0), МЕНН Т ВТЕ) А, 

(10) WES, ME 14 @ B] = |л|4|В|*, mR A, BAJ 
征 根 均 不 相同 , 设 4 的 特征 根 为 М, *°ь Ар В ЖУКЕ Ха» 557» 


? 4 Р я , ` 

нә 于 是 4@ 3 的 特征 根 П I = (I zY (Ta) 
= |л| В|. д чйр. ош 中 有 相同 的 , 请 读者 自 
已 证 明 这 个 结论 . 

(11) 420, В 20, NJ 4б B > 0, НЕМО 
对 称 阵 ， 再 由 9 ,利用 4， 中 的 特征 报 与 特征 向 量 是 成 对 相应 的 ， 
就 知道 4 @@ 昌 的 特征 根 均 为 非 负 ,因此 4 @ В 20. В, 当 
4 > 0, B > Оо „р НЫҢ 4 @ B > 0. 

(12) 又 积 与 -> 运算 的 主要 关系 式 是 


--з 


ху == у @ z. 
х; [aya Жы К уһ 
RRRA ху = |: l (рер) = |: : : |, JE 
Ж, i ЖөУі Хауа” Agya 


УГЕ, у @ x. 
—— 
(13) 4 В с (с АВ. 


aim вр р 


这 是 因为 A, + А, = А 十 Års aA = «(4)» FTE z Ж Ж B = 
> Бе» 就 有 
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y — = 
АВС' = А (> ве.) C = У, by дес’. 
ii Я 
ig А = (а Am) В = (82, С, = (ссср), МЖ 
УХ 一 一 一 > 


д?” > 
Ae С” = ану = єр а, 


ЕН; D bs лес! У (aB a) = (CRAB. 


特别 地 ,就 有 
в C =(с Ola) E —=CC @ B), 


DB e dTa 
利用 这 些 可 以 导出 一 些 矩 阵 变 量 的 微 商 公式 . 
12.2 微 商 公式 “现在 利用 对 向 量 求 微 商 的 公式 来 导 岂 对 第 

阵 变量 求 微 商 的 公式 .下 面 用 X ЛЕВЕ, л, В, С 表示 

ВЕЕРА. 


2 (их лу 4, 


MAy nx ra 


这 是 办 为 X"4 一 А, НТ таға LOA- 
2, 再 写成 矩阵 的 形式 ,就 得 上 述 等 式 ， 当 然 ,这 也 可 以 直接 验证 。 
注意 到 twX'4 = AX, 因此 2 (тах) = 4. 


2. 如 果 AXB 是 一 方 阵 , 则 有 
2 (w AXB) = А/В”, 


ХЕН r AXB = tr BAX， 由 1 就 得 公式 。 

在 多 元 分 析 的 理论 部 分 ,涉及 推导 统计 量 的 分 布 时 ,需要 对 甜 
阵 变量 作 积分 的 变数 震 换 ， 相 应 的 雅 可 比 行列 式 的 计算 是 一 项 主 
要 的 计算 ,如 果 把 矩阵 看 成 起 向 量 , 即 纺 人 运算 4 一 А, ВАН 


比 行列 式 的 计算 就 比较 方便 我 们 看 几 个 明显 的 例子 ,其 余部 分 
在 第 九 章 中 进行 讨论 . 
我 们 用 J( к; у) 表示 向 量 НН У 的 函数 所 相应 的 牙 


可 比 行列 式 


Br) 

Gy) 
如 果 +, y 分 别 代 以 矩阵 x, Y, МХ; У) жж СХ; Ў), RE 
形式 上 简便 一 些 ， 


== --- КЕ" 
У = ИХ = (1,09 AX. 


н, D=] 4. =a, 
о "А 
更 -- 般 些 , 如 Y = 4 X B, М 


ен пир рх 
$ = AXB = (вах, 
тя, Ку; X) = |E © Aj = Арві. 
Hik n] BU, Н, ЕЕЕ НЫ E 2 Жир 
的 . А 


= 64 = 


第 二 章 ЛЕЖА 


众所周知 ， 一 元 正 态 分 布 在 数理 统计 的 理论 方面 和 实际 应 月 
方面 都 有 重要 的 地 位 ,这 是 因为 : 

1. 许 多 随机 变量 确实 是 遵从 正太 分 布 的 ; 

2. ИЖ, ТЕАИ ЕАО ВЕРЕ 
4%. Пп Н.ЛЕЗ: А Н ЫНАН ЖЕНА ЫЛЕ Ж >. 

在 多 元 分 析 中 , 多 元 正 态 分 布 也 是 这 样 的 ， 本 章 介绍 多 元 正 
恋 分 布 的 定 闵 ,基本 性 盾 、 特 征 沙 数 \、 分 布 消 数 , 蝶 以 及 参数 合计 等 
内 容 . 


SLE X 


МНЕ Яр СО, 1) РЕЛЕ НЕ КИНТЕ Ж 
变量 . 
ЖЖ 11 独立 标准 正 态 变量 ti s... 的 有 上限 个 线性 半数 


| уі xi’ Е 
у= |: | 一 | +в (1.1) 
. mAN тхі 
Ym: Ea! 


#20 т НЕЕ ЗВЕНЕ, УЕ В a ERA ғ ЭБ 
(рт ЕЕ AA 
ұз Мын, АА ", 
is АЕ сяг Нн}, EA 
` y ~ М(е, 447) 

由 宗 义 立即 可 知 ,独立 标准 正 态 随机 变量 no-s x, 组 成 的 
随机 向 量 * 可 写成 | 
i x = (хуу -ra w N (0, 1.2. 


.45- 


ыы. .  ——— YI... ел ей mo 一 


РЕМ 11 可 知 多 元 正 态 分 布 具有 下 述 性 质 : 
СОЗУ ~ N, (a, АА), а= Ву + 4, 


іт ікі 
щш 
z ~ N; (Bid, BAAB). 
RIE ALAPLI ЕНУ ВЕСА СК E E АУ. 
(2) Ж y ~ NaC АЛ”), Ш 
__ {Уа r -- f ' r Fa РА 
Е (шы > Co ‚44 = © va) 
则 упр ~ МК шуу» Vn), у mr (эт Р»). 
(1) 的 证 明 是 不 困难 的 , 留 给 读者 ，(2) 是 从 【17 推出 的 ,只 须 分 
BI B= G, o ),d 一 0 以 及 8B 一 (0 1,,), d= 0. 
下 面 我 们 证 明 Е ВВА у — „Са, 44”) 时 , 它 的 特征 
ШЕН {ЯП АЛ' 完全 确定 ， 
定理 1.1 Æ y~ Мы, 44°), Щу ВНЕ Э pe) = 
ери 一 5 saah. (1.2) 
证 明 ”对 标准 正 坊 变量 mw。 它 的 特征 函数 o0) =$, [А 
出 由 独立 性 知道 ， я == (xis So х)" ТӨЛЕНЕ 


pa G) = EC) = E (рі =) 


= Ú reo = h et а 


a=1 


НЕХ, pG) = ЕСУ) = E( 040) 
= Есен ` ен) 
= е"*ф„(А') 


БЕЛЕТ 
= ей gt dAd + 


„ 66 + 


ВТ ЛИН SS Anah я АА 所 确定 。 ЮГУ, 
ІП И = 44, НАПА, ТУ, U = AA RDR 
Е ЖЕ, ЛЕЗВИЕ ОО ІШ ЖЕ 
ЛД. 

下 面 来 求 出 多 维 正本 分 布 的 密度 ,分 || зе оя |У = 01Ж 
两 种 情况 进行 讨论 . 

ЖЕІ2 Жут Nale” Г), БІРІ 0, 则 yy 的 分 布 密度 
是 


fa Су) = — H ewp -GA Vy (1.3) 
СЕБИН | } 
ERR 因为 了 = AA, EIVI 0, Ek д, 4 E 是 满 秩 
КЕ. АЕМ 1.1 知道 
P (y, < a; í = 1, 2," , т) 
= |- а» dered яз 
ШІ = ' * 


记号 4: ра 表示 左边 向 晤 中 每 一 个 分 量 都 比 右边 相应 的 分 
в. 
容易 看 出 ,存在 矩阵 өз; ВВ” = Ism: B. AB' = 0, БЇ] 


хн 


Ши — т РАКЕ НТ, 它们 自己 是 彼此 正 交 
навин, акаа вотна, ат 一 《“《 )， 作 变换 


“у а _ få _ Ary” 
Goms Te (в) (и) 
тя. r= T lz, ж = ИШАН = (ТГ че, 雅 可 比 行列 式 
ж |т| тг ті, | 
ғә (440 

ШУГЕ б 

因此 :得 xs 一 „щы F maya |Т| = |7, ШЖ 
“67 * 


РСу; < ар ií = 1,2, 4--.т) 
Б СУ па РСН 
= БІ |C L.) „Теш Pa | р [Фи dua 


2 
"tese У?» 
‚4, 1 
т" аа 
=f- fir] {5 ү. 41) Чиа) 
апуга 2ж 


再 作 变 的 w = um 十 и, 8 
Ppi as i= ly, 2, *" " , ту 
ЖІРІ 一 0， ,此 时 不 在 在 通 党 意义 下 的 密度 ;然而 可 以 形式 地 
给 出 一 个 表达 式 , 使 得 有 些 问题 可 以 利用 这 一 形式 对 | 了 | ео Ж 
{| = 0 的 情况 给 出 一 个 统一 的 处 理 、 关 于 这 一 形式 上 的 表达 式 
的 真正 含义 在 本 章 下 面 的 讨论 中 会 进一步 给 予 说 明 。 这 个 表达 式 


. 和 (1.3) 相仿 : үт 
ооо =- Loa Oo уо – „)}, 
í (1.3) 


其 中 r= КР, М, 55 4, J: V АУЕ 0 特征 根 . 
#11 求 二 元 正 态 分 布 的 特征 函数 与 分 布 函 数 ， 记 


| га еуі fr 
һ-( 5 у= ( 3 :一 人 » 
ға y: із 


y= (аң ғ") А [51 | беле 


Фи ta Хаар оз 


МЕн (1.2) > НИЕ 
py G) = ее Gun + мы) — E Giot + ілге + #2] 
SIV] = ЯНА — e), n 101 < 1, ЖУ] > 0 这 时 


1 ЖЕ -- 22) 


9103 (1 一 е“, AL сор о 


тішш 


电 68 = 


ЕН (1,3) 式 , 二 维 正 态 分 布 密度 为 


fy ы) = — —— e] — [эз — myo? 


1 
2 TTT 1 — ру 20191 сі т 2?) 


— пр (yi — вау: — ш) + К — иг)’ 


= 1 exp + — 1 уз z Y° 
2 ла: ИТР ‚| 2(1--:9 ( Ti ) 
— 2р ( n а) (2 二 s) + (аг ayh. (1.4) 
ЭПЖ y — Мн, V), [F| >< 0, ， 则 它 的 分 布 密度 的 等 高 面 是 
НРК. НН (1.3), Ј.С) 一 < 的 曲面 为 如 下 形式 : 
(y — pY Vy — в) = 4. (1.5) 
ВН V: ЛЕВЕ ЕН ЕНЕ ЕКЕ. ч 4 变化 时 得 我 
KERE. Ише = 2 М, (1.4) 式 等 高 线 的 方程 是 
a 
Fil 
| 
+( = y] 4, (1.6) 
如 令 z == {yi - рад/с» я: 一 Суз - ш)/өі, 则 方程 (1.67 为 
а? — 2 рге; + zi = d 《1 — p). 
Х@ Жо ТЖНЮНЫ, p > 0, 椭 回 的 长 轴 在 过 原点 的 45% 
线 上 ,长 轴 长 2 val T о), 短 轴 长 2 dG — о). SB e= 0, 


жин калын О 35° 线 上 ,长 轴 长 2Y all о), МИ 
2/4 + о). ЖА LA, 


$ 2 正太 分 布 的 矩 


EE z = (mis “5%, 55)» ут бу, "Та ya) ЖРА ЕРІНЕ» 
引进 如 下 的 记号 
Е(х) = (EG), +++, Е(х„)У (2.1) 
Р(х) = Е(х-- Е(х)) (= — Ебх)у' 
Vz) соу (хі, rr): сох Cris x.) 
。 | <9У (masa) Еа) cov (ху, raj ‚ (22) 


соу (хаз хі) соу (а, zal- -F Ca) 

其 中 Pir) 表示 z; ЁЛ Жї» cov (ri хр) 表示 *; 和 x; Ж. 
соу (z, у) = [соу (y, z)]' = Е(х — Е(х)) (y — Е(у)) 
N (xi узд соч (ә, уа) 


: (2.3) 
соу (хаз у) сох (аа УҺ) 
EC) 0) х 的 均值 ,VCx) 称 为 协 差 阵 , соу (х,у) 称 为 x 和 ?的 
Иней. MEX 
сом (ия) | 
fij ITGA Ж S >i, j=l, ‚в, (2.4) 

由 它 组 成 的 矩阵 R = (rú) ЖОМ z ВЯ, HU ra ROO е, ВУ z; 
的 相关 系数 ， 

ШЖ X = (хы) 是 nxm 阵 ,每 个 元 素 均 是 随机 变量 ，X 就 叫 
做 随机 和 矩阵 ШУ ЕСХ) = СЕ(хн)). 

B 21 ЖА, ВНЖ, X ОЕ, 为 随机 向 量 ， 
则 

(1) ЕСАХУ = АЕСХ), (2.5) 

(2) ЕСАХВ) = АЕ(Х)В, (2.6) 
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(3) САЗ = AVOL, (2.7) 
(4) соу (Ах, Ву) = А соя (x, уу B”, (2.8) 
证 明 (1271 Gu) НЕХЕН, 
У( 4х) = ECAx — БС Ах (Ах — ECAY 
ECACr — Е(х)) G — E(z))'a') 
= АГ)’, 
Но УЖИН (2.6), (4) НЕВА (304 
定理 2.1 ty — (р, Г) MI 
Е(у) = н, V(x) = V. (2.9) 
ШЕҢ у= 4х + в, Ш (2.5), 注意 C(x) = 0, 有 
Е(у) = ЕСАх) + н = АЕ(х) + p= и, 
тн (2.7) № у(х) 一 了 有 
UO) = AVOA = АА = V # 
ЗЕЕ ЛЕЖА ИНН, 2 
8а Е. ВНЕ ВА рО) Еж ЖОҚ ТЕРАЖ, 
ВАННУ Қ BETTE H| А Sr E АЛЕ n 可 由 下 式 求 册 : 


y = tp G) 
* ах» 


重 如 一 元 标准 正 态 的 特征 孙 数 是 。 了， 利用 上 述 公式 可 以 求 得 
y _ f кю, 
& 
(А — 1341. 5 为 偶数 ， 
在 多 元 分 布 的 情况 ,同样 也 可 利用 特征 函数 来 求 矩 .如 ，》 — Nala 
Р)» V = (wa), 它 的 畦 征 函数 p0) 由 (1.2) AR HEERA 
定 交 及 公式 (也 第 一 章 $ 10) 


E(y) = 1 8%,(0) = КИ, 一 У], lt) о = д, (2.10) 


Ө; 


ко»? =F EO — в) (Ga — Vi) Ga ИО 
— V)|= = ви’ V, (2.11) 
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ігі 


从 而 | 

РО) = Е(у — Е(у)) (y — Е(у)) = Е(уу) — Е(у)Е' Су) 
= им + V — ри = V. 

这 是 用 特征 函数 的 方法 得 到 定理 2.1 НН. 以 上 各 式 如 用 分 党 


表示 , 则 为 
Е(у:) = ш» (2.12) 
ECY) = она 十 viks (2.13) 
соу буг. уд) = vik (2.14) 
УН 48 
Есу, — ш) (y; — ш) (y, — во = 9, (2.15) 
Есу 一 ш) (J — в) (yz н) Он — ш) 
= бұға 十 един + ғи f$ vh. (2.16) 


PXL 21 如 果 一 个 分 布 的 各 阶 虐 都 存在 ， 且 它 的 特征 国 煞 
ФОО ар 


каф = Уә... EX (217) 


жүс. тұсай тт тр! 
其 系数 „ЖЖ. 
在 多 元 正 坊 分 布 的 情况 , 容易 证 明 L600 二 m -* +, 


0 一 
P 
sus. Ху, > 时 一 切 半 不 变量 均 为 和 
ісі 


8 3， 条件 分 布 和 独立 性 


投 y ~ N, (u, 7), BEH 
жөқ, н: Әрі Ил ‚ Е 
У = (ы, # = (ға) V = (> Ун)! + 15m, 
(3.1) 
$1 我 们 已 指出 yt ~ МС, Ри)» у 一 N. (2, Ёш). 在 许多 
问题 中 要 求 给 定 УФ 时 y% 的 条 件 分 布 。 这 不 仅 是 理论 推导 的 需 


. 72 ь 


ЕНЕ ЗЕ [Ги] ИТЕРЕ Ж, P) ШЕ ТЫҢ БЕ"! ДЕ И ЖҰР 
分 布 的 理论 制定 的 . ы 
定理 3.1 jy М, (а, F), V 20, у ЕТ (3.1) ВН, 
则 给 定 y ET у? МЕТР ИЕ. НЕРІН ЕЖ 
ЕСУ |y P) = p + ғаға» — a”), (3.2) 
оу, = Vu 一 VVa н. (3.3) 


ШЕНА В р > 0, MM Уп > 0, Fr > 0, 4 
а) — —1 аз 
a 
«® 0 1, ут 


©) — 1.42) 
Y РЁ» y 
(а) ва) 


ШЖ $ 1, = ЕО ЛЕТ ЗЕ Еу (ЖІ (2.5) 和 
(2.7)) 


НО 一 V uU yet 
E(z) = ВЕ(у) = (“ É: 2 э, 


uFi ы 0 ) 


Vi — U 
(=) = BV(y)B'= ( - 
(z) 469 N va 


Риз 0 
= ( 0 М), 
ЕН — $4 НЕКАЯ Faa = Vn 一 УаРаРҒа Ж 
ЕМЕН ЕЕ, FP >0, Ж V~“ > 0, 而 一 个 
ЕНЕ ЕНЕМ, w ьа > 0. ЖИ, 


|зі = |В|--1, H (1-3 3) P DL = di gË EF РЕН 
麻 的 乘积 : 即 

Мн 一 УИ, Ри М С, Vah 
ARRERA 


1 | 1 а) с) ти 
ы — = — + Гар рыба 
РУДЫ ЕЛІ хр 2 ( Е nr 21 ё ) п 
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— на на — 1 _ _— 
K? + Ушу н®)| ега => | z C” 
— нз! (2% — ыз, 
Є 
Ж (3.1) ЖКА Е, y "зева 
= (v. мауы = 1 
(O) = У, = о ет [— 1 Ge 
— p0 一 yi а ут. „уу 


х Vu (y — KOV uV R и x — 


(2 ж) | г | 
X exp {— > (уә 一 аууб) 一 ив). (3.5) 


我 们 注意 到 上 式 最 后 一 部 分 正好 是 O. 由 条 件 密度 的 公式 
Коз, ұту 
РО 0) = ——— ыы, 
|, yg t 


易 见 Кубу) EFE (3.5) 式 中 除去 Қу”) БЕ» АИ 
定理 的 结论 ж. 
由 于 УРУ 220, Ра Va РУ Раё Ри. 这 说 
上 明 条 件 协 差 阵 比 江 条件 协 差 阵 缩小 了 ,这 在 直观 上 是 很 显然 的 . 丈 
等 号 的 充 要 茶 件 是 шш! Vn=0 4 Г = 0 <=> y 41 y) 独立 
定义 31 HEE PaVa ЖОН уу” 的 回归 系数 阵 ， 它 的 元 
ЖЕҢІ firir osipun ЖА. ЕҢ Vua 称 做 条 件 协 差 阵 , 它 的 元 
3 H ИРАН ср 表示 。 
w x 3.2 


ro 一 一 一 (3.6) 

өн № вн. ФА ее jA Hle е пе 

称 做 у, ЖАУ) ур» * Ys 已 知 时 的 偏 相关 系数 . 
例 3.1 当 p 一 9 一 1 时 ， С н = нь н> = р.» 


Vi = 0, Vu = 07р» Va = 93, ЖИ 
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ВНЖ 


- 1 с 
Ё: = Vaa = 0162р сі = 0, 


1 т; 
条 件 坊 方差 
91.2 = Vaa S Vii Иа Vn 
ата ав), 
条 件 分 布 密度 Уз 
1 1 
Де»; Iann i p exp { 2001 - о) 


T 


x (а - ш-> өсуі 一 „>)} 


= 


1 Í 1 
р | 
А/2я(1-- оо, 2(1— 0%) 


х ( FPFi м _ р У 一 eyt, (3.73 


тү Ta 


当 $y? 中 不 只 一 个 元 素 时 , 直接 用 《3.2) M (3.3) 来 计算 条 件 
均值 和 条 件 协 差 阵 有 时 并 不 方便 ， 为 此 我 们 米 推导 条 件 协 差 阵 的 
НЕА. 


Ув Га Vn ‘Ив шу 
& y=| y" lg Р-|РҒа Ри : Fah в = |” |, 
уб» Ты Vy Vi з) 
ЕН (3.2) #1 (3.3) 有 
ұз РАШ V, _ " 
E (Сш) |) = (a) + (y ') Уз (у® — м9); (3.8) 
£ 
(т) 
ғ” y Fu Fi Из 
буи -Ta 
> ж» [у Va Va Va a (Fab 


ç N T РГ: . | 
ее | = (ы 8. ). (3.9) 


r 
213 р 22.3 


Ф 75. 


р у y Va ру ~ p? 
E (УЗ (%) = xt + (ғары) б ») C 小， 


ы Ёз у - p? 
(3.10) 
її _ . 
(15) а ar 2 GE) атала. 
. (3.11) 
由 第 一 章 $ 4 ИАА 
人 п A _ ( (Уз 一 КУУ И) 
Va Уә) NS VRV (Va РРР) 
= ( Үш т“ Ры Vs: У) Ра Va 
Pa + Fa Fal Va — тЫ) 
_ ( Гв, СЧ ) 
Fa Vaas Va + Vg Vaka Vaal 
(3.12) 


RAR (3.10) 和 (3.11) 中 得 
Ey |y”, yt] = РИ 十 (Ры?) 
( Ры» -一 Va a Vy ) 
— РУУ VF + Va VaV ihaj 
(3) «(2% 
х (? # ) 
у — ро) 
— Е(у9) |3) 十 РазР Асу — EGP pD (3.13) 


ум, y) = Vi 一 (Ты) 


( әп — Vaha Vy ) 
一 Fa Vaas Va + шаль». 
< 
Va 
= Риз — Vis Val na, (3.13) 


Е (3.13) 和 (3.14) (81 АТА ЕЕ ІНІ 
жақ. ИП НИЕ (3.3) 式 中 取 y2 = y,, 于 是 


*. 76 =. 


Piem = ФИ — Pitail М ізі 1, сат--!, 5345) 
再 在 《3.14) 中 令 y) = у y? = yas 得 
Фин Аут = бла — Yi таал. Ummm 
іізл1,2,--,т-2, (3.16) 
类似 地 在 【3.14) шде L, r = m — p — 119 


Dis р-а-р-а НР, РЕД т 


Pibftb 77 РНР m * 


U Pl, НИР чит 
isj = la ttt р. (3.17) 
通过 这 些 递 推 公式 可 以 方便 地 求 得 条 件 协 差 阵 .有 了 条 件 协 差 阵 ， 
利用 (3.6) 可 以 算出 偏 相 关系 数 ， 当 妈 要 算 偏 相关 系数 而 不 需要 
算 条 件 协 差 阵 时 ,可 建立 偏 相关 系数 的 递 推 公式 * 由 (3.67 和 (3.177 
Е 


шш — = 
Фурье» т "= Г 1 ғы РАЛА т) (3.18) 
ВАА 
) = Жірр-НасезеЖ O "iett pth ез та P), POP rm 
РИО sm > " ` F Я 
м1 — Ё, P+1: р+ ект м1 Т рај 20 eam 


6349) 
现在 转 人 独立 性 的 讨论 ， 
定义 3.3 НЕ х = Cris с, х.) у = Су 4.43 ya 
称 作 祖 互 独 立 , 如 果 
РС а» y= 5) = р(х = а)р(у < b) Е a € R,, 
Бек, Жы. (3.20) 
在 正 态 分 布 的 情 闹 下 ， 和 随机 上 向 量 之 疗 的 独立 人 性 有 其 特殊 的 内 
Ж. 
引 理 3.1 设 x~N, (0, Г), 
y = Ах + „й 2 = в r + Po AA#'> 0, ВВ >, 


则 ШШ z ЖЕЗГЕ ЕЖЕ АВ” = 0, 


证 明 + | 
“-(9-0090) 
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w РЯ ( x , * 


如 果 y 和 z 相互 独立 , 则 cov (у, 2) = 0, 由 本 况 引 理 2.4 
0 == сот (Ar + z, Вх + в) = соу (Ах, Bx) = 4В”, 
到 之 ,如 ав’ = 0, M 
g AA 0 
w~ Noa ((, ( о ВВ’ 
RI y жай 5 
518832 Шум, (в, Р), 
zr — B УТ 4 › ш = С уе, 


ӛкі Pxm x] {xm 
H] = Er e phan 3888 38 BVC = O, 
ПЕНН ”由 定义 存在 x ~ М, (0,1) f y= Ax + н, E. AA" == 
V. М 
в = (БАЗ, + (Ba +d), = (САЛА ух + (Са + е). 
НЫЕ 3.1, z аЗ ЕДЕ Е 
BACCAY = RAA C= ВУС = O ЧЕ 
5138 3.3 iy ~ Мои, У), 它 的 六 分 
fy ОДА Fa 
‚|: | | 
у?) Ре Га 
Шу, a... 3 全 相互 独立 的 充 要 条 件 是 Гео, рр, р 1, 
“rs 


)) = N,(z, ФАМ, (о, ВВ”), 


这 个 引得 的 证 明 与 引 理 3.2 是 同样 的 . 它 说 明 对 于 正 态 总 体 ， 
独立 性 和 不 和 关 傣 是 等 价 的 ,而 一 般 说 来 两 者 是 不 等 价 的 ,由 独立 
性 可 推出 不 柜 关 ,反之 不 然 . 
定理 32 设 y~ N, (а, У), НОЕ (ИЕ 
3.1), Шур — Гору Ы уо уу, y) 与 3 一 уруса, 
由 定理 3.1 ПЕН ЖЕ 3.3 即 得 ， 这 个 定理 是 很 有 用 的 , 它 
说 明 从 уо 中 扣除 与 y 线性 相关 的 部 分 后 便 与 y 中 独立 
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$4. 多 元 正 态 分 布 的 参数 估计 


БЕНИН, Ноут. ESERE 
们 是 未 知 的 , 需要 通过 样本 来 估 计 ， W yus -tts Ja 其 来 自 总 体 
МАС 的 一 个 样本 ,每 个 уә 称 做 一 个 样品 ,这 意味 着 yuste 
уә НУЫ М.С Г), 因为 每 个 yw Е т НЫЕ, 
ШЕ ЕУ 
уц Уи" Fim ‚ Уаз | 
了 一 | ra yatt | А (у... уд |” (алу 


Yay Ул" "` Yam Убу 
fis * "5 Ум Жл Ү 的 列 ЕЕ, Ур» ** "o Yis) 为 行 向 是 的 转 置 . т 
然 有 如 下 的 性 质 : 


БІЗЕ 4.1 

Е (уг) = mlas із1,-%, т, (4.2) 
ECG) = и» £= ly- ny (4.3) 
ЕГО — ЕСУ) (y; — ВОДУ] = valas (4.4) 
ЕО 一 ЕСусо)) Оз — Еу) = 037. (4.5) 
出 定义 直接 验证 即 得 . 


Ж ХАННА ТИК ЕРДЕ» ЖИЕНІ 
НОЕ АЧ, ЕЖЕН НЫ 22 Ph 22 ЕУ, 
首先 用 航天 似 然 法 来 估计 上 和 У, ЕЕЕ, НАНЕ 
的 好 坏 作 一 些 讨 论 . 

本 节 我 们 假定 n>m, 六 盖 0， 则 兰 个 样品 的 联合 分 布 密度 
为 р u , 

{ 
i L(g, у) 2 Суу л 


x ep -ED Ge и (рою), (4.6) 
L(a, V) ХИИ, ВТ ТУИН д, Й, 就 
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= — 外 он. sassa ак. ране + 


EH 2 ЖАА 
LCA, É) = max Е(р, Г). (4.7) 


ВТ 2 (а, V) 中 的 了 以 玉 ! 出 现 , 为 了 书写 方便 , 暂 令 Р = V, 
Ж Ін» У) 改 记 为 І.(и» г), 将 它 取 对 数 , 得 


nL (а, F) = -> mn а (24) + Z la || 


一 > > (уа 一 НУ (уау — в). (4.8) 


因为 jn * 是 个 严格 单调 函数 ， 求 L БУ 的 极 大 值 等 价 于 求 
InL (z, Ф) КЕ ЖАН. (4.8) 式 诺 端 第 一 项 与 &， FERB IMS 
EER НЕЕ, У ЫП МДЕ. < 


_ 1 п т _ _, 
7--- > Уы»- 5 == У) Ce 7) (уш—У)› (4.9) 
а=1 


а=] 


а Ў оов) босау, (4.10) 
那么 
4- > (ушу — yD (yu — YY + (у — н) G — в)" 
+ 2 21 Ge —3)G — aY = s + G-a) G-a), 
| (4.11) 


AW A 22 0, S > 0, z(y — п) (у — и) 20, А 2: 5, 上 且 取 等 
号 的 充 要 条 件 为 了 = pj。 将 这 一 性 质 用 到 (4.8) 堪 端 的 第 三 项 得 


> (yao 一 EY F (yc; в) = tz ГУ Ge — ну (уа 一 „)} 


= и Іш > Guy — ОСУ 一 ау) = = (VAY 


= ш (ES) + {EnG — ы ХУ — n) y 
= e {FS} + ny — в’ О — в). (4.12) 


~ 50 a 


ш ХЕЛЕН ВЕ inL (н, ТЫ ЕЕ <=> y = =, 
这 一 性 质 且 与 于 的 取 法 无 关 , 只 要 于 > 0, 将 以 上 结果 归纳 一 下 ， 
得 


引 理 4.2 Ио, ЧУ, 
L (y, Ф) = max Liu, Ш) = бя exp {— T (gs). 
(4.13) 


这 就 解决 了 上 的 估计 :为 了 求 得 人 V 的 合计 ,需要 下 面 的 引 理 , 
引 理 4.3 设 4 是 性 一 名 阶 正定 阵 ， 


: = ` m? — 1 
КА) = е4] esp Í 2 а}, (4.14) 
e Му, ДС) ТЕРРЕНС Е 4 一 Г 时 达到 : 即 
Ка!) = пах Ка) = ¿(n y) ima. (4.15) 


HERR Z Ө, ++, 0, 2) А RIRE ,显然 它们 沟 大 于 0， 这 时 
қап _ 61 
Ка) Ц (ве (|. 


注意 函数 
glx) = e-f, x > 0, 

ғ (0, со) Я ЛЕК, НЦ 0 BZ z — со К] g(z)—0, 
WABBE H ж == п] СК, ЧО, = ++ = б„ = n 
时 达 独 唯一 的 极 大 值 ; 这 了 时 4 = sl, "F 
` ”为 了 能 够 应 用 引 理 4.3， 我 们 还 需要 证 明 S 概率 为 1 地 是 正 
定 阵 ， 这 个 问题 多 年 来 为 人 们 所 朴 忽 ,直到 1970 年 Dykstra ( [112 
才 给 出 了 较 简 单 的 证 明 ， 

引 理 4.4 在 本 节 记 号 的 意义 下 ,7; Sh (4.9) ЙІ 


G) 了 和 5 独立 了 ~ Nafa L y); s= У тоғы. 其 中 
=L 


fs `" "o 2060 H EARM НА М (0, Р). 
G) S 概率 为 1 地 为 正定 阵 的 充 要 条 件 是 4 > m, 


* Bl * 


ЕЯ Фиги ИШЕ НТА 


Жж “... Ж 


г-| 1... |= C), 


* _ == 
Шут. П я 
Ян, RAT HEZEA? 
Eta == 六 ,Tupytps @ — 1, “ы; f. 
FEE 


因为 y … Yo UAA Г ЖЕ З. D, 


т 


Есе, = > = Ед = n ps 


ЕС») = >’зЕО о = мп в > (т. . Z) = 0, 


п 


Ща п, 
сох (а) =) = > ҮҮ Cyw eym = HY, 
В=1 


i. j= 1.2, "п. 


1 ;; ` . 
1 ша” Мы (в, > г), саз С 20,0 ЛА М, (0, 


因此 


п 
И), E аш» С” А 相互 独立 ， 今 
y = V M ао» Ста" * т) 一 Суз” * аг” 


ы 


所 以 
(уа уе») = (стау mua JT S r Ye Taho 
即 
yo = zT; 一 12 m. 
KJE S= У) ушу — nyy 
аз 1 


т 
т > z’ YT; д- ақау 6а) 


ael 


=. Z' (> тт) >- жа 2 сө) 


a=1 


. 82 + 


= 272 一 в 
ті 


> | , r 
= аза) 一 Я 
t=] 


я-і 
= > таз» 
шші 
这 就 证 明了 G). 
і B = Ста" ` (а 则 $ = ВВ’, 有 :kB 和 tks їн 


mx (15 


ЕН. 因此， 只 要 证 出 p [rk (B) = m) = 1 的 充 要 条 件 是 # > m, 
就 可 导出 G), 注意 到 8 是 m x (n — ОВ, 24 rk (B2 = т 
Hf, 6 — 12 m, Ш п> т, ШЕНИН ГАА, Бо вт, 
в — 12 m, ЕЕ ИШ В п — 1 = т КЕ, ВХ B Я] 
时 不 会 减少 引 的 秩 , 对 任 一 非 零 常数 向 量 a, адау“ N (0, а Га), 
Isa 1,2,--,т--1,ІҢ V > 0, Ра >> 0, plaza = 0) =0, 
2, n — 1. Th (s — 1 = т) 
p lam» " " "s Zim) 257926 } 
= > p {2096 SE (= ..., Із пай)» "73 Zim dY 


= mp {æo Ew (zo `... ZG) 1 
т mE(p [za € Z s "s Zt) жау = G> "ой = 0) 
Yo mE(p {30 >= 0 $E e zu = 0] = 015 Sim = am 了 


== mE (0) И 

= 0 # 

С Тн, VESE ARI НАЗЕ ШЕ ОЕ АШ МАЗ, 
还 需要 下 面 的 引 理 . 


‚ 引 理 445 设 参 数 9 的 变化 范围 0 是 Rs 中 的 一 个 区 间 ， 似 然 
函数 L(9) возни. ПОЛОМКИ, А. 
балам 0, (0) 是 9 到 0* К-Ж, 2 E RC 4) 
中 的 一 个 区 间 , 则 1(9) 的 最 大 似 然 估计 是 108). | 

证 明 对 9* 中 的 任 一 元 素 о", ЖА 
Е(и*) = {6:060, (0) = е), 


= 83а 


$ М(о")-е sup L(0), 2%, М(о*) ЕО 上 有 定义 , 它 是 由 
вера”; 


KO) 导出 的 似 然 函数 ， 对 8* 中 的 os ой, 只 要 wz № oF, Ж 
合 Е(оў) У Flot) 没有 共同 的 点 ， 因 此 {FCo*):w*€ Q*) 就 是 
2 的 一 个 划分 ， 日 一 定 属 于 一 个 FCw*)、 而 且 也 内 能 属于 其 一 个 
FKo*)， 无 站 设 ÂE F(a), бє 0* 是 一 个 确定 的 元 素 ， 于 是 
18) = ср LO) = M(6) > (Ө), -Н ВЕС, 
AE 
M (6) = suP LC(8)=M Co), 一 切 0* Е 9* Ф 


хш Еа. (РАЕН СӨ) НАОКО, БЕРНЕ 
对 相关 系数 的 最 大 似 然 估计 时 ,就 可 以 具体 了 解 这 一 点 ， 

Ж W в 的 最 大 似 然 估计 是 ,6 , 而且 变换 9 一 6) 是 1-1 
的 , 则 (Ө) 的 最 大 似 然 估计 就 是 КО), 系 的 证 明 可 以 仿 引 理 进 
行 ,就 不 重臣 了 . 

定理 4.1 HE z > m, 则 上 和 FT 的 最 大 似 然 估计 是 


14 sna, 
é=}, Ё = | Co (416) 
| „$ Œ eD’ 
其 中 4 和 5 分别 由 (4.10) #1 (1.9) ЖЕ. 
证 明 上 由 引 理 4.2 д = У.Р ЯЕ АЖАМ, A 已 
知 时 留 给 读者 自己 补 证 ， 由 于 # 汪 wm, р(8>>0)--1, 由 (4.13) 
式 及 引 理 4.4, S = BB', 就 得 


L (A, W) = ауыт exp {— T (5) 


= Оу" 5 |=] ВРВ |” exp {— > «(вв . 


由 引 理 43 知道; 当 B'PB = sl 时 ГС, T) НЕЕ, Ei 
更 一 ss, М p [s > 0] = 1, TE Ú 25 + 
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ЖІ (4,0) = (r) "A |5 rp i gma, (4.17) 
32 在 定理 的 条 性 成 立时 , 相关 系数 r; 的 最 大 似 然 估 汁 是 
p 一 一 (4.18) 


证 明 因为 я, = 24,/У/0,0; (2) BE: Ü DRAAIE 45 
即 得 . 
ЖЗ 在 定理 的 假定 下 ， 回 归 系 数 Pi КИЖИ Ж 


баст 858, REDARE Vu: 的 极 大 似 然 估计 是 |: = 二 (Sa 一 
51511512). Ж Sus 5р, Su 为 5 阵 相 应 剖 分 的 子 块 , 


аз, | 
定义 41 шу- Nale V), y= Ca) y 一 yms 则 称 


ші іл 
R = С: Yu) (4.19) 
я | 


为 ym ЖП бу» tto YD RRA EE LEARRA 
似 然 估计 为 


—1 іЛ 
R = (3209 2)". (4.20) 


$5. “和 了 的 级 大 似 然 估计 的 性 质 


本 上 沿用 上 节 的 记号 ,并 设 a > m, RHS EL аяр 
似 然 估 计 到 和 六 ,在 参数 合计 中 有 许多 标准 ,如 无 偏 性 .充分 性 . 祖 
容 性 ,完全 性 和 有 效 性 等 ;, 和 玉 的 极 太 似 然 估计 是 否 具有 这 些 好 
HERE? 这 是 本 节 要 解决 的 主要 问题 ， 男 外 从 统计 淹 决 谢 数 的 
观点 来 观察 了 和 六 是 否 是 风 叶 斯 估计, 极 小 极 大 悄 计 和 允许 估计 
等 ， 本 节 主 要 叙述 结果 ,详细 证 时 可 参考 [4]. 

51 无 食性 ”参数 6 的 某 个 佑 计 0, шж Е(бу= Ө, д 
ЕН. ДАР ETE НУВ ИЕ? 上 节 引 理 4.4 已 
经 证 明了 天 一 了 是 站 的 无 偏 估计 ,再 由 该 引 理 的 证 明 
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$ = > (уә — У) Она — Уу) = 5 дабыра 
Есу» 557; е 相互 独立 昌都 遵从 Мыбо, у» 那么 
Е(5) = Е (> вы») = (s — 1) V, 
从 而 
EO) = Е(15)= "Тр, 


я 


5 ЖЕР. ЗЕН 


5.2 充分 性 在 参数 估计 中 ,充分 统计 量 是 个 很 重要 的 概念 ,所 
谓 充分 统计 量 ,顾名思义 ,就 是 包含 了 和 禅 品 中 对 敏 估计 参数 全 部 信 
BHE. 我 们 对 参数 作 估 计 和 检验 时 , БАЗЕЛ ЖЕЕ ЖЖП 
RIT. 比 使 用 全 部 样品 进行 讨论 要 简单 得 多 。 充分 统计 景 的 严 
格 定 义 变 用 到 测度 沦 的 知识 ,读者 可 参看 [2] , 在 实用 中 只 要 掌握 
下 述 很 方便 的 Neyman-Fisher 因子 判别 法 划 就 能 了 ， 

Меутап-Еізһег 因子 判别 法 则 : БАЗЕ Ку» Ө) BU Bb 
ЖЕНЕ уау» 9 yas Ө 为 待 刁 参 数 ( 一 般 汶 向 量 ), :为 一 
统计 县。 车 样本 的 分 布 密度 可 以 分 解 为 


П Ку» 0) = gts 0) № Супу ***, у)» (5.1) 


其 中 АС ус» 4.. уу) 58 EK; #(:ь 9) 可 能 与 8 Бх ,但 与 样本 
有 关 是 通过 z 而 发 生 关 系 , 则 上 是 8 的 充分 统计 县 。 

利用 因子 判别 法 则 就 有 如 下 的 定理 ， 

定理 51 ЧУБАП y 是 中 的 充分 统计 量 。 


i щ Е ВЯ, 2 4 - 一 D Ооа — n) 《yew 一 в’ ВУ 


УТРЕ М М ЖИ, (у, P) 是 Си, И) 的 充分 统计 量 。 
ШЗ ”样本 的 联合 密度 为 


+ 86 = 


wa ШИ! 


П Кушу» б› V) == ЧЫРР 


X exp {— 2. > (yu - УР — а) 


= IT . 
(2=)y""” | и | тер 


Х ехр {-+ «(у > Снан ив) 
= г; exp f- >. "(У- ви — =} 
X сҙехр {— 2- пи уз?) (5.2) 


ЕН РУТ ИЕ ЗЕ ЖЕ ДЫ SH T. 

УТА, (а, V) 的 一 切 ' “好 的 ”合计 都 是 (y, P) 的 
РЕ. 

5.3 ЗН (ПАНА, РЕ) 设 从 分 在 密度 为 蕊 7 0) 
БАНАННЫҢ ЖШ Уа)» wws 日 为 待 估 参数 (一 般 为 向 量 )， В 的 
ЕЛІН 9, 200) 为 6 的 函数 ， Т, = Т.бСуа» mm) 是 
Ж" Yis 的 统计 是. 如 果 对 任 一 s> 0, 

lim p 17. — #С6)] < &} = 1, 


则 称 (7, 3957928). ШЖ 
p {lm 7, = 2(8)} = 1, 


则 称 {Т} 为 强直 容 的 . 
Ж 20) = (28), T, == (Ти, 对 每 个 上 = 1, һ Туп) 
对 gy 是 弱 ( 强 ) 相 容 的 , 称 Ta R (0) ЕЯ GB Н ЖЕНИ, 
因为 
. y = а > Жа)» 
а=] 


е Br * 


É 一 25 一 一 53 20092699 
由 Kolmogorov WARA Gn {х.} жпимнотимня, 
д Зух, ай c> кх] < ео, Ве 一 EXD 了 既是 
弱 相 容 也 是 强 相 容 的 ， 又 
e= 1 = (s), 


1 1 
= s= È Y16639) Ou 9) 


= reru ( зы) (E r 


n ұза 
1 2.3 1 < 
ЖЫП, E fyuy] < о, Вк -- 5 Pui У) уы" міз 
k=1 = 


EC Yyy = Есун - һә (ум 一 в; ) + дна; == д 十 киң». 
Б|уыу1%- [E yu E yu] = Ган + А1) (ғу + в) < со, 
故 再 由 Кошпорогоу 强大 数 律 


1 
> Зр Pije 


КР ЕН, МАНН. 

54 完全 性 设 工 是 一 个 连续 的 随机 变 景 ， 其 分 布 密度 为 
hlt, 6). ёє 吕 为 参数 和 变化 的 范围 . 分 布 密度 族 [fris 6): 
бє О} 称 作 完全 的 ,如 果 邓 任意 的 实 函 数 СТО. 

E,(g(T2) == СОН, O)dt = 0 (5.32 
对 每 个 9€ 8 成 立时 ， 就 能 推出 ЖТ) JU bh 0, 或 写成 
РСТ) = 0) 一 1 对 任何 8€ 8。 如 果 一 个 充分 统计 量 的 分 布 窗 
度 族 是 完全 的 ,我 们 称 它 为 完全 充分 统计 量 . | 
-前面 我 们 已 经 证 明了 (y, Р) Ж Cu, V) 的 充分 统计 量 , 也 可 
ЕВЕ ЕЕК). | 
55 НИ 设 母 体能 分 布 密度 是 [FG 9), бє 0], ЦЕ 


= 55. 


ик. 


体 抽出 烂 本 ға» буы» ЇЙ 200) 是 待 估 参 数 的 函数 。 设 工 是 
g(6) 的 一 个 无 偏 估计 ,如 果 对 200) 的 任 一 无 偏 估 计 品 部 有 
ЕСТ — (ФР = E(U — ву, 任 8¢€ O, 65.40 
RIIT г(6) 的 有 效 估计 . | | 
НО: РЕТРО А, 
-但 是 如 果菜 个 无 仿 估 计 的 方差 很 大 ， 在 实际 中 也 是 没有 什么 价值 
的 ,而 有 效 估计 是 在 无 偏 估计 中 选择 一 个 方差 最 小 的 ,因此 有 效 信 
计 是 比较 有 实用 价值 的 . 
当 被 佑 函数 gC9) 是 一 个 向 量 时 , 邑 
2(8) = (8) 4743 s.(922', 
кене 
T = СТ,» `... т. 
ЖИРЕН ПАНЕЛИ ЗЕНОН ОЖ 
соу СТУ соу (U), бє 9, (5.5) 
ВП соу (U) — сох (T) ЖЕНЕВЕ, WERT 2% #00) 的 有 效 估计 . 
可 以 证 明 (3, —— s) E (м, V) 的 有 效 估计 ， ВАША 


в--і 
ЖИЕН E HAPE W. 

特别 需要 指出 的 是 有 效 佑 计 是 在 无 售 估 计 中 方差 最 小 的 《或 
在 (5.5) 的 意义 下 )， 如 条 去 掉 庞 偏 估 计 的 要 求 , 有 效 估计 不 一 定 
是 最 好 的 ,这 在 下 面 关于 允许 估计 的 讨论 中 将 有 进一步 的 说 明 . 

5.6 motifi (Bayes) 估计 也 可 以 统计 判决 浮 数 的 观点 来 研 
жеңе. 贝 叶 斯 估计、 极 小 极 大 估计 和 人 允许 估计 等 都 属于 这 
个 范畴 ， 这 一 部 分 我 们 只 叙述 基本 竹 念 和 一 些 有 关 的 结果 ,而 未 
加 以 证 肯 . 

设 Y 是 样本 空间 , .or 是 ? УМА АЖ, ок, 
ІНІ, Po 0 € Q JE (y, a) LIRR. DÆ o ihti 
ЖА, Жох р БУКУ (9, 40,96 O, dE D, CIR 
用 过 来 估计 的 损 上 类 .人 经常 采 用 二 次 损失 函数 如 

L(6, 4) = (0 — 4Y(0 — d) (5.6) 
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Ë 1(9,4)--(Ө-ауғ-Қ9- d), (5.7) 
Жр V >0, 010) 表示 局 对 惑 风格 测度 的 尼古丁 导数 , 令 

RCO, d) = Е(10,4))- | LC, вь 001634), (5.8) 
ММЕН 4 来 估计 Ө 的 风险 函数 ， 用 ACO) (9€ O) 表示 在 0 上 的 
验 前 概率 ,相应 于 它 的 验 前 风险 是 


RG, d) = | R(8, 4)%(6349, (5.9) 
当 卫 一 时 的 验 后 分 布 密度 为 
. ИС» == fy(Cy 18 ACO) , (5.10) 


| Отело) 
将 (5.8) RAN (59) 中 交换 积分 次 序 ,得 
RG, a) = MAÈ LCE, AOC lady} ya 


= ео 209, уже» ба 
кн 
2G) = | вова. = (5.12) 
а | 
Waly) — | ECO, AGOI 513) 
称 作 当 了 — y 时 用 20) 来 估计 Ө 的 验 后 风险 . 
当 给 定 验 前 概率 АӨ) JA, A doe D 是 6 的 荣 个 千 计 , НА 


да АБА З л, Ар 
W (406у)) 一 шЕ WUG) Е Муєу» (5.14) 
则 称 go 为 8 的 贝 时 新 合计 . 
8 的 内 时 斯 值 计 不 一 定 叭 一， 但 如 果 对 每 个 9 Q, L(6, 4) 
是 2 的 严格 四 函数 , 则 贝 叶 白 售 i+ 而 是 唯一 的 ， 
РЕШЕН e ЖИ 的 风 叶 斯 估计 有 许 窜 研究 ， 下 面 是 其 


+ 90) = 


中 的 一 个 结果 ， 
我 们 取 验 前 概率 为 
ACE) = АС, У) = КГА 
>x ехр - > (и — УГ Ки — в} + tr val, 


(5.15) 
Жн $ > 0, > > 2m, НЕЕ, К AENEA ZO 这 时 可 以 汪 
H e ЛДЕ 


= ту -+ ab 
do para +5” (5.16) 
ЕР ИСТ ДЇК. Ea a ЕЖ 29 
L(0,4) =u (V — d) (V — 4), (5.17) 


ВЕ НИЯ ЛЕХ (5.15), НУ ДІН tE 
„= 5+ H + [5/4 (518) 
п Ну — 2m — 2 
我 们 看 到 对 于 验 前 概率 《5.15)，7 和 P 并 不 是 由 时 斯 估计 ， 当 
Ë — 0, нит о, > = 2m + 1; 这 时 + 和 S/n — 1) 可 以 看 作 
为 广 文 的 由 下 斯 估计 ， 
5.7 Шана 用 了 来 估计 8 的 风险 函数 是 СӨ, d) СИ 
(5.8) 式 ) 对 一 切 6 的 最 六 风险 是 зир R(0, 0» ЖМА 


d*eD, ПЕКИН“, PU 
sup RCO, 4%) == ir sup (9, 4), (5.19) 
则 称 4% 为 极 小 极 坟 估计， 

当 取 损失 函数 为 (5.7) 时 (其 中 依 为 正 态 分 布 的 协 莽 阵 ) ,可 以 
证 明了 是 & 的 极 小 极 大 估计 。 КРУ ЕАК 
决 ， 

5.8 允许 估计 二 个 合计 2165, 2,65, mÈ 

Е(Ө, ау =< RCO, 4)» 
1—97 66 О рз, ДК d, ЖЕЕ 4, ЗЕ, РГӨ EERE 
ARY, жайран. Ња D, ЕЖЕН БН ЖИЕ 


Ho 则 称 它 是 允许 的 .显然 一 个 好 的 估计 必须 是 多 许 的 ， 0,70 
许 的 估计 不 一 定好 ,还 必须 加 上 其 它 的 标准 才 行 ， | 

过 去 一 直 认 为 对 主 正 态 分 布 而 言 了 基 # 的 最 好 的 估计 ， 直 到 
RAA (Stein) 在 1956 ЕШ ТАҢ 0 (5.6), Р = D, į 
туже АРНАЙ» 24 m 之 3 时 ,了 就 不 是 & КУНІН 
计 了 ， 这 是 很 出 人 意料 的 结果. ФЕН, УРА (5.6234 
m 字 3 时 ;对 一 切 & 比 8 都 要 好 的 估计 是 


a=-(1— m=). (5.20) 


yy 
有 关 这 方面 的 讨论 仿 在 进行 之 中 ， 

在 结束 这 一 节 以 前 , 还 要 | 大 恒 介绍 三 个 内 容 ， 一 是 从 其 他 方 
法 来 给 出 上 的 估计 ,其 结论 都 与 7 一样 ;二 是 给 出 & 与 的 矩阵 表 
示 式 ， 用 它 来 控 导 - 些 性 质 ; 三 是 给 出 这 从 的 计算 公式 ， 现 分 别 介 
НТ: 

从 上 面 的 讨论 我 们 知道 : ита, с 
值 , 关 键 的 一 项 是 


5 (усо 一 в) ИО — ИЭ» 
它 就 是 тм, 其 中 
я Ў) оон) бо = ву = О 1809) — 18). 


(5.21) 
РМа ЗЕН У ЕМЕ АЙЫН ЭШЕ: 
G) Ноя 
Gi) Жа ај; 


(їн) 使 4 的 最 大 特征 根 达 到 器 小 。. 
现 分 别 进 行 讨论 . | | 
G) 今 А = S + п(у — н) (y — ву, (5.22) 


В tr A = 8-Епїг(у—д)(у—и) = tr S + n(y— н) (у-н) 
Же АДА, ЕУ — g = 0, Ра = y. 


" 92 = 


Gi) ӛн (5.22) ҒА: 
|a! = {5 + z(y в) (y — а)! 
1 — (y — пу 
zz 一 в) 5 
== (1 + эу — aS Ку > als] 
由 于 571 2> 0, 可见] АТАН МЕНЕ 38 PE Ek 
(у — н 59у — в) = 0, 
Вард = у. 
Gü) HF A = S+G — a) G ну = S+ B, ЁШ, S > 0, 
B Z 9, 因此 4 Z S, АЮЕХЕЙЕНДЕ д М, S 的 最 大 特征 根 记 
为 11» 于 是 А, Вр 


x Sr х Ах 
жі = max = тах — 
к. xx Ез0 хх 
x Sx 4+ = Вх “Вх 
= mak | —— 
жей x хх гі 
— А, 


注意 到 > Br = ne (у — н) (y — в) х = пбх' (у — шу, НИ 
Ж т А =< z, + пах G н), в у= и ЕЁ, ==,» 
хх 
ERES T EE. 
ши шл л Їп 六 ， 顺 恒 导 出 它们 的 一 些 简单 性 


质 . 
设 yo ЭУ 是 来 自 母 体 Nale V) йо е Ена, РААН 


是 样品 资料 组 成 的 样本 矩阵 ， 天 1 Ж, 
1 2236382225 1 的 向 量 ,它们 的 大 小 视 上 下 文 而 定 ,于 是 有 
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2-3--үл, (5.23) 
?-15=®ү'{1—-7\ү.| (5.24) 
证 明 (5.23) 式 是 显然 的 ,将 它 代 人 5, 得 
S= S) (ye — y) (yu — yy 


*-1 


= (Y 17У (Y — 17) | 
- (2-2 


= У -1)) у. 
я 


最 后 一 步 是 因为 (1 一 л) аа + 
引 理 5.2 设 У, 是 一 随机 向 量 ， Есу) = м, V (y) = F, с 
ВИЗ, ДЈ 
ECY Суу = п Ср + t (CV). (5.25) 
ШЕНН АСУ Cy) — E (п уСу) =u Е(Суу), 
= tr CE(yy') и C(V + nz) 
=t CV + uCu # 
时 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 当 9, х 均 为 随机 向 量 ， 互 (?) = 
и, Ele) = w, сот (уз 2 一 五 时 , 则 有 - =” 
ЕсубСа)--ш С» + иг (CU), (5.26) 
为 了 说 明 公 式 的 用 处 ,我们 用 它 来 征明 Е(5) = (о — ОР... 
由 于 | 


ECS) -z (x (一 荆门 7) 


Р 1 
= Е ІК (1 — g) и) Чара 1, 
再 用 引 理 4,1, ЕСУО == 1, 3-1,2»; т» Соч Су,» у=,» 


+ 94 = 


х Е(у(1 一 二 yi } я (526) 就 得 
КЕРЕГЕНІ 
О + a(r = 3) 05.) ) = ба —1), 


因此 ECS} = (п — 1)У. 


在 这 里 还 要 介绍 两 御 有 用 的 适 算 : -ERER 4 的 列 向 量 
依次 一 个 护 一 个 组 成 一 个 长 的 zm 维 问 量 , 记 它 为 2, 也 即 当 


4 = (a ағ -> amd 
Tz 
时 ， 
81 
2-14 


йт 


ЛЕНУ (Kronecker #9). ЖЭС РЕНО 
本 公式 参看 第 一 章 512, 


设 /yy 
х: оо 


` yo 
ERA М„Сн, V) REREN, TEA 
E(Y) = z G 1,, 


| (527) 
(У) = V @ L,, (5.:8) 
Н? АЕ. 


5138 5.3 设 Z, 一 B.Y, Z, = B.Y. у 
[> соу (2, Z) = V @ ВВ), (5.29) 
证 明 ”因为 2,- BY = (1, Q ВУ?,іс-1,2, ШЕ 
соу (2, 2,) 一 GEBOY) Сов, 


= (IDB) VO) UBB 
= V&B B, Ф 


‚ * 95 = 


спе отл ци 


由 此 可 得 -- 些 有 用 的 系 : 
ЖІ VCÇBEY)=TV@BB'. 

АЖ? BY БВУ 4232093822 АНЕ B.B; = 0 Оч у> 
0)， 实 际 上 随机 和 矩阵 B.Y 与 BY 的 不 相关 就 是 指 的 BY 与 B.Y 
的 不 相关 ,所 以 今后 我 们 就 不 再 区 别 这 两 种 说 法 , 

Жз 正 态 分 布 中 的 参数 4 与 7 的 最 大 似 然 估计 量 了 与 5 是 
相互 独立 的 ， 


ШЕН 5 y = Í уб, s= (1л) v. Ap 


Z = ҮҮ, Е, = (1 一 寺中 Y, 
я 


в Y(i— l (1 л) о, 用 引 理 5.3 就 知道 Z, 
5Z, 相互 独立 (正太 变量 不 相关 与 独立 是 等 价 的 ), 因 而 2,, Z 
Boel 函数 也 一 定 相互 独立 , 而 了 一 二 Zí, S = ZZ AFS 


51137 Ж 
我 们 转 人 讨论 3 和 57! 的 递 推 公式 , 这 在 实际 问题 中 是 经 党 
需要 的 ， 设 yo ,yw ЖАСПЕН МС, V) 申 抽 得 的 样品 ， 


得 到 最 天 似 然 估计 2,----5, 后 来 又 得 到 一 个 新 样品 уы» 
此 时 应 加 上 它 带 来 的 信息 来 修正 了 的 估计 ，* 得 到 Ри 一 San 
н (49) 式 知道 | 


п | +1 


— 1 - 1 = 
Ya = — >: tas Эжы“--Т7 > Fieis {5.30} 
# a=] п 十 1 а= . 


5, 一 > Суы) Т“ Fa) (усә иш уу» 


аз У Oo — ўла) (уши Ўн). (5.31) 


ИНН 5, 计算 量 较 大 ,如 能 建立 Sa 与 5, 之 间 的 关系 ， 


* 96 + 


则 可 大 大 节省 计算 . 
定理 5.2 有 如 下 的 递 推 公式 : 


Пп 一 ЕА 

бан = 5, + л 1 Сусын) = у) Сусв = жу 
+1 - - r 

= 5, + z п = (уса ўа) Cyes Уоч) . (5.32) 
ШЕН 
| +1 
Sari = У? (убо = Far) Суш› Т уу 
ЖЕ А 
+1 


== > Су — Y, + Y, 一 ўзы) (уе — Y, + y, — ур) 
а=1 


= 5, + Синь — 9.) Сао 一 жу 
n+1 ' 


+ > (Сус 7- Fa) (у Т“ ж. 


#=1 
=+1. 
+ >: (y, — Уа) Оно — АУ 
+ (z + 1) G, — Fan) (y, — НУ 
一 S, + (yusa У) Oinen — ya) 
+ (усо — Fa) С, Уен)" 
+ (Fn 一 Уча) (уган) т y.) 
+ (л + 1) СА 一 уы) (y, 一 r 
5 №, | 
Ӯ, - Fan = 一 二 (ў. — Уаз)» (5.33) 
RAER . 
Spa = S, + Суон — Fa) Сузы) — y.) 


1 
z + 1 


Су) Fad (уси у.) 
т - + 

= 5 + 一 一 一 一 一 M — Yn a — y, - 
ж zy +) Fa) СУ у») 
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BAERE Ф 
& ше 


À, = s = Ya 
| ое» 42» 


- - Я 
571, = і- Жала мықтың 5.34 
+ 1 + Si (5.34) 


ХЖ КОВ — Е S 4 即 得 ， 


56. 多 维 正 态 分 布 的 特征 


骆 维 正 态 分 布 有 许多 种 不 同 的 定义 方法 ,我 们 采用 的 定义 1.! 


只 是 其 中 之 一 :下面 给 出 一 些 等 价 的 定义 * 并 证 明 一 些 多 维 正 态 的 
特征 性 质 ， 

定理 6.1( 特 征 一 ) Z y Sm ТАЙЫН ЕЛУ ЖІБІ ЖҮ 
充 要 条 件 是 它 的 任 一 线性 函数 оу Е, 

证 明 从 定义 1.1 МЕЖ НЕА Е НЕ E БЕ УГ АЧ, 
现 证 充分 性 、 任 给 常数 向 最 a, 则 y 是 一 维 正 态 分 布 , 设 ЕСу) = 
в Уб) = V, 于 是 oy — N (apa Vaj, BIE ау 的 特征 函数 


Prr) = exp [za 一 E уе] 
取 : = 1, 则 ”的 特征 函数 就 是 
pI) == Ee” = фр, (1) = exp СУ 一 + eve}, 
设 я 一 (аә `... в)» е; 是 N (0, 1) ЖЕН ху» " "stm 相互 独 


у. H V > 0 知道 i 是 有 意义 的 ;此 时 
Fix + в 


的 特征 函数 也 是 exp [107 一 1978], нит уй R 
ма Фа + i 


. 98+ 


定理 6.2 《特征 二 》 Ши, » Е ЛНУ т EDS LE 
ЖШ y = у + у ЖАА ЕДД, И уз ЯШ уз ОВЛА тт ЕТЕ 
分 布 . 

WEB AIHE HI m AERE а, a'y = а'у 十 人 为 遵从 一 
АЕ, Н еу 5 у На, BARER CE (51) 定理 ， 
«АЯП ау ЛЕ, ЕҢ ЖЕРЕ 6.1, y ЯН у; ЖЕ 
жән # 

为 了 得 到 正太 分 布 的 第 三 个 特征 ,需要 如 下 的 引 理 

5119861 设 zs z, 为 独立 的 随机 变量 ， a 55-» 442 


ЖЕРГЕ Іт шам, 与 oa 独立 ， 则 当 ah, Se 0 时 ， 


ізі 


z; ERMET. 
证 明 见 [61. | 
定理 6.3 ОБЕ) у, сзсз у» E n ЛЛ НҢ ту» PE BB 
ЖЛЕ, gis ttes 0,5 Dis ** t> Ë, ВЕНА , 4 


= т I 
z = >; ыу» Зы > УЫ 
ігі 


ісі 


HM (а) 如 为,… у, МЕ Nali V) E > ab, = 0, WI] = 
和 22 УЛ, СӨЖ гі д ЛЕ, ДІҢ 4,0 е 0 时 у. ЖЕ т ЕЕ 
ж. 

证 明 (a) 由 定义 6.1, Са». ә) 的 联合 分 布 是 2m EERS 
布 , 变 证 明 ms 如 独立 只 要 证 朋 соу (21, 22) = 0. > 
соу Са» ға) == соу Сауу + ++ + ауэ бу, + srr + 2,у.) 


-Хадуоо-у Уа, -- 0. 


іш» 


Hd 


(b) "Ет Е 


ж ay = У) ауд = S ать 


ішкі іші іжі 
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н 对 т 
P = Г > by: = > Ағу) = > бі» 
#=1 = 


ЕТ іші 

НН z; = Vy si == lateron, Јаз wx 是 相互 独立 的 一 维 随 
机 变量 ,并 且 Ға 5 Pe, ЕТ, 6.1, H arb 0 d. ГУЫ, 
一 元 正 态 分布， 因 是 任意 的 :由 定理 6.1 АП у, ЯМ m ЕТЕ Ж Ж 

多 维 正 态 分 布 的 定义 1.1 А 是 不 唯一 的 ,在 $1 已 经 说 
明 ,; 可 以 利用 这 种 表达 的 不 唯一 性 来 刻画 多 维 正 坊 分布， 

定理 6.4( 竺 征 四 〉 设 ? 是 亚 维 的 随机 变量 , 它 可 表 成 

у= А m ta Z y £ D Uo 


其 中 x, 和 Жа 维 随 视 向 量 , 其 分 量 四 非 退 化 的 相互 独立 的 随机 
ЗЕ Е ЕН Ех СКАЛЕ ЛЕЯ), kA) = rk(A,) = я, Н A1 的 所 
有 列 均 不 是 41 茶 一 到 的 倍数 , 则 3 Ыт ТЁБЕН. 

ЦЕН Зл т, ИНЕТ: ВЕРЕ а, ШВ, 


ЛІ 

Ра = (Ау + ш) = Py = Аза + ш) = V A + Р ро, 
因此 六 .42x 为 一 退 履 的 随机 变量 。， 由 假设 а ВАННУ Ж 
退化 稚 知 必 有 了 4; 一 0， 这 说 明 A, 和 д, НУУН ВУЛ ТАЈА ВВЕ 空 
ERI SZ CAD = ХА). 那么 存在 严 阶 非 奇 异 阵 瑟 使 4 一 4 后。 
лп = m, A = AH 是 自动 满足 的 ， 此 时 由 

у— ра = Az, 推出 x; 一 (ALAD АКУ — ш)» 
H | 

y — m = Аш = 4, Hz ЖЕН Hx, = Сау АХУ — ш), 
从而 


Haz, == z, + САА у" АХ и, — т). 
EN х 的 分 量 相 吾 独 立 ; 歼 上 式 中 Hx, 的 分 县 也 相互 独立 。 
今 已 知 4 所 有 的 列 均 不 是 A ЖЭПЕ И. ВАННАЯ 
中 6 的 个 数 不 能 多 于 # 一 2 个。 因此, 对 任意 j 至 少 存在 两 个 元 
ЖИЛЫХ й ЖА,» ЖО, Ша, ЫТЫ 951861, BIA z, 
的 第 了 个 元 素 为 正 态 。 由 了 的 任意 性 , А #1 的 每 个 元 都 为 一 维 正 


"100 * 


Н — оне Е а 


жалны ВУ, А у 29 z ЫС» Мп» 20 > ИЕ 


2 ЧЁ | 
ДНЕ АЛЕ ТН БОЕ Аи, ЧЕ НА ЖҮРМ 
H ЖЕ ИЛЕ ТІН ЕЛЕНЕ. 
‚ ЕР Aat g 3: , ПР T E 
1 E, = 一 | pC) log p(z)dx, . (6.1) 


积分 落 半 是 在 р(х) >> 0 的 地 方 ， 
858 6.2 对 任 两 个 分 布 密度 ple), а(х). Н.Ғз:р(у 2-0} = 
Гао > 0}, М 


Í рб) log PO) gx > о. | (6.2) 
4х) 
Б нЗ ВАЕ ple) = afr) а.с [P], Ж [P] 是 
指 由 p(x) 产 生 的 概率 测度 ， 
证 明 ”利用 一 log y 的 凸 性 可 以 得 到 | 
Іор у = y — 1, (6.3) 


SERAH y= 1 时 成 立 。 利 用 (6.3) 式 有 


g 409 =< 402 — 1 
рө) pG) 


10 


对 上 式 两 边 积分 
log I gx D [960 ajd = 
ік 704.52 < |269 (5 i)a 0. 
HER log 49) Ж» tog£ 时 不 等 号 改 向 , 即 得 (6.2) 式 。 由 子 
(вз) 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 у 一 1, # (6.2) 中 等 号 成 立 的 
KERE p) 一 400) а.е fp], 即 在 测度 Í pade F, р) 与 


qD Л. ЖАН + 
在 一 苑 统计 中 已 经 知道 ;对 给 定 的 常数 н, 2, НЕ 


EZO = ц, [о 一 下 jp 人 tex = а? (6.4) 


+ 101 = 


的 分 布 密度 中 使 Es ВИО рб) 是 МК, а). 这 一 结论 可 
аР Зе. 

定理 6.5{ 特 征 五 ) 考虑 定义 了 于 Re 中 的 概率 密度 р(у), Ж 
BH IE. 
Í рСу)ду = 1, [yoa =ош, (о-ө (у-ыУрО0Оғуә-л”. 

| (6.5) ` 

Жана Жет ЖЕЕ, Т ЖЕЙК Р Е. 则 在 满足 上 述 条 
{ЕРУН НЕ ЕН 94 ру) Naks V) Б E, ФП Ж. 

证 明 ”由 引 理 6.2， 对 两 个 分 布 密度 p(y) 和 qty) 有 


— [20 pg гоу < 一 PO) вебу. (6.6) 


g(y) = (2r) 2| |-iexp = > (у — нуу! (у 一 и}, 
м (6.7) 
(ҠА (6.6) 由 


Е, < (О-Н. — Tg 171 
1 ғ = 
一 Gy а) 
= Z log (22) + Flog || 
1 - r | 
+ тафи {= D (y — 000000} 
т 1 1 一 1 
= > log (2а) + > log |Р | + и (ҮС!) 


= > (1 + log (2=)) + Z ieg ІРІ. 


ЕН ОТРАР а А ЕЛІ 9 ЕЕ (ие, РЕ 


„102. 


ШО. - — n j- 


$7. 多 线 正 坊 分 布 函数 的 计算 


在 许多 实际 问题 中 需要 计算 多 维 正 术 分 布 函数 、 例 如 我 闲 的 
服装 标准 [7] 中 需要 计算 二 维 正 态 分 布 ,在 合金 结构 钢 的 标准 修 定 
[8] 中 要 计算 五 维 分 布 函数 。 因此 研究 多 维 正 态 分 布 的 计算 方法 
不 仅 有 理论 价值 也 是 实际 应 用 的 需要 。 

一 元 正 态 分布 函数 包 有 相当 多 的 计算 方法 ， 例 如 下 面 的 方法 
就 是 其 中 之 一 :计算 


Ра) = $ а + ах + ар? + азу? + a xt + аз? + 95°) 8, 
(7.1) 
这 里 


aí = 0.049867347, аз == 0.0211410061, а; = 0.0032776263, 
a, = 0.0000380036, 45 = 0.0000488906, а; == 0.000005 383, 


则 分 布 遂 数 
— z PGD, | Мх= 0, 


1 = 
о. Td 一 11--Р0У, 4:50. (7.22 


ЗЕН EN B аА ла, IK SJ Bury 
法 


至 于 多 维 正 术 分 布 函 数 , 由 于 牵涉 到 重 积分 , 问题 比较 复杂 ， 
至 今 尚未 彻底 解决 。 当 维 数 较 低 ,或 协 差 阵 为 其 种 特定 形式 ,或 积 
分 区 域 不 太太 时 已 少 一 些 有 效 的 方 读 ， 本 节 对 这 些 方法 作 一 个 醒 
概 的 介绍 . | 

由 公式 (1.3), DL z 393848, ХЕ 


(7.3) 


如 令 у (x, ЬМ әш) i= сут, 则 上 式 成 为 


* 103+ 


*-- ` uwa ER i o m o m ooa Tae 


1 
... A 
(> > Fm IR) = (2. ym] В ЕН 


х|” .. (7 exp f- Te Rts de, (7.4) 


тə 


ЕУ ЕЕ. 它 由 (2.4) ВЕЗЕ М, Ф, Суу |К) 类 似 
Ж-Е ЕЕЕ АСО, 1), ВЕ ПЕН E 
АР НЕВА ЕНТ ЖЕЕ uj. 

二 维 正 术 分 布 已 有 专 表 可 查 L9], 三 维 以 上 的 正 态 分 布 由 于 参 
ZDRS PRIRA, БИН, НЫ hy Н. 使 
用 不 便 : 精 度 也 大 受 影 啊 , 在 计 筑 机 上 日益 普及 的 时 伐 还 是 直接 计算 
АЛЕ. . 

在 一 些 特 殊 展 说 ， 有 的 已 彻底 解 人 次， 有 的 已 解 尖 了 很 大 一 部 
4% ЖШ: 

G) 相关 阵 玉 中 除 对 菜 线 元 素 为 硅 外 共 余 全 为 7。 这 种 情况 已 
HRR, [10] ЕНГІЗ, 
(а) 求 第 一 象限 的 概率 

= ә 1 1, -1 
в, Š |, .. атата exp f- ZR Да, (7.5) 
ПТР, ПАРА, РЇП 
1 NaN 


P, = —, P, = — + — sn ras 
+ 2л 


2 
l 2. | ‚зз 2а 
P; = 1 + — [sin iry + sin t rgt sin ral» 
ж 


*==w*.. 


Р, = — P, = 一 P. = — P. = — y == - 
102% 8 ` 24 ' y 3 720° 
р, = 1?. — 277. — 62 р 2. 50521 ,, 
° 315” 7 воба 805550070010” 


4104. 


та 级 数 法 “二 维 正 态 分 布 和 《1.4) 式 定义 ， 它 的 标准 形 为 


Ф.у 7117) 一 一 一 一 一 一 一 
2х1 = 


уз Гу 1 
x |”, | = {= 3 TO- Та) y“ + 2 — 2 ға) dr dt, 


定理 ?7.1 育 如 下 的 计算 公式 ; 


BALI уе) = > ФРС) ФРС), (2.7) 
f= ф 


其 中 POA BERS PONAS i BR. 
证 明 ”由 定理 1.1, №, (0, К) ЕНЕ 


PCr б) = exp 1- > (q + # + 2 п) 


- с? 2 > ее (nan), (7.89 
利用 由 特征 范 数 到 分 布 函 数 的 反 演 公式 * 有 
ФС уу» у2[#) = Г. м -ы- ( 全 Г Са» А) 


-e (2m)? —= 
х БЕЛЕСІ 
2 
—,У Уа w — 1 . _. 
-5 ( се». Е “ г. е? беча) «| 
1 Уа ы _% 
х > м Г с Тис а) а (7.9) 
П 
| 0-0 j = 
Г. с Fredi = Ке г. е ет Др 
быс ез) 
== 2 -- 2. - -一 -一 一 二 
С i) әш и е р 
RA G.9) 即 得 《 


= 105» 


= r = 0 tj, (7.7) 式 为 
Фу. 9100 = Ф(у)Ф(у)» 
这 是 独立 随机 变 且 的 情形 。， 当 |r| 较 小 时 ,级 数 (7.7) Кеа, 
В PODPO) 是 yo уі”) КОНЦЕ. Г, ВОК, ВВС 
Жы НЕН. 
ЗЕНА РЕГ Е, qi= HEF, Tri ЧЕ: 


1 ri Ты 
Бізңіғ 1 ғн |» 67.10) 
ru Ға і 
W 
се ; 
Фу y» уз|Ёз) = >, тв ФТС уз). 
jr ke {=0 f! 1 64 
(7.11) 


7.2 аз ХРЕН, ц 
ПОЕТ i АУ паек, 
定理 72 “ЖРА ОЖ КЫ. 


Ф.у yl) = > LOOO + Фу) — 8,1] 


— Т(у к) — Туз» х›)» (7.12) 
Ет 
а= УІ ы, x 一 — (7.13) 
yı „ИТ — ri wi — ғ? 
= — Y (1 + 5 а, 7.14 
Ту» =) PL exp У < Яу, (7.14) 


0, хур 0, 
8-4 


7,15 
1, № xy < 0, ( ) 


ШЕЙ IE Oy у] ) ЖЕБЕЙ Et; (77, 则 当 为 和 为 


БІНЕ, Фу» у] г) = Pu & yu z = ушу) + Ро =< уру и < 
ушу) == Е + H. ` 


+ 106 • 


(И 71) > 
I- f (ме 1 


-e Jeo zal 2 
1 

x 全 > 一 和 一 
ep (Fa 


Уу 71 


= |”, I 
М pln) аг Е Уі” Plt) da 


(d + d — 26] ша 


- + Фу) + ү pla) м ФС) аг 


жаз те) ЖӘНЕ ӘНЕ. ХР TO и) НЕ 


5, (ух = |" фа, 
ВИТУ ДЕ К—со, у) 积分 得 ж 
Тл» а) = — | ФО) 1 x” 


жай 
х м ФС.) 40341. 


对 1 用 类 似 的 方法 即 得 (7.12)。 当 
уәл 异 号 时 ,利用 图 71 
Ф(у» yap) = Р(и =< у) — P(u =< уу, о у, 
= Р(и =< у) — Piu = у, а-я) 
= Ф( ут) 一 Ф (у 一 уз) — о)» 
化 为 同 号 的 情形 ,于 是 综合 起 来 即 得 《7.12) # | 
由 这 个 定理 ， 二 元 正 坊 分 布 的 计算 就 化 为 一 元 正 态 分 布 和 了 
函数 的 计算 ,一 元 正 态 分 布 有 (7.2) THER AFTA 
算 有 如 下 的 近似 公式 * 这 里 不 作证 明 : 读 者 可 参看 [12]. 
G) 当 * > 1 时 利用 下 式 : 了 函数 可 化 为 0<xr < 1 ДЕ 


TC 一 二 90D + — 9(zy) — PI Pxy) — Тху, 1/2). 


(7.16) 


е 107» 


= —— a AAEE 1- ae a a, oadet ore erata saa o = ЧА 


Gi) 当 0 < r < 1 ht, T жш ЕКШЕ АҚ 


1 үй x 
T == —tg lz - | -一 一 |. 7.17 
С» x) 2287 #7 exp 2 (7.17) 


РАЗ y, x 之 中 有 一 个 较 小 时 近似 程度 较 好 , 当 y, х 都 较 大 
ын Тш ОНДА А: 


то» ғ) — XD fe |80121, 


- 1 + о (y) х? 2 
0591, (748) 
其 中 | 
«Су) 7900000100) (7.19) 
бу) = — r O + 2 — н (у)), | (7.20) 


ЕЕ Ва л» у» Уз НУ 
Фу» yar В) = — [Q — Bae DPCO) 
+ (1 — ban OCD + (1 — а. 
— T [TG a) + Ту» а) + TOn а) 


+ Т(у єз) + ТО, аз) + ТО, с3)] 

— І5(уі» аә b) + S(yis сіз di) 

+ SC уз» ia 5) + Siyi Сі» ар 

+ 5( }з› 83» з) + 5Суҙ» сз» 43)1, (7.21) 


其 中 
A ==] — #1, 一 а, + 2ғығыға = | Ғ.1.. (7.22) 
41- J> 一 Ут, а; = Уатт Уза > аз = у; — Уаз 
лУі-т Змі rh yil — rh 
(7.23) 
a= У: ин, = У: 一 Уна , а= -- Уз 
-yiv lri уз Vl 一 入 ИЛ 


(7.24) 
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b, = (1-00 — Улы) 一 (тз 一 тога) {уз 一 тр 2, 
(уз 一 лғы) VA 
b, = (1—5) (у — кр) 一 《ra 一 - rura) O -- уағы)! 
(уз — yra) „А 
— (1 — >) буз — утв) — (ra — пива 一 Узв), 
{э 一 73) мА 


(7.25) 
~ ©1 — l) бу; — Уло) = (=> 一 ғов) Оз 一 nra) 
(уз - уаз) VA 
d, = 《1 — ть) Оз- узев) 一 (из — rp: зуб 一 Уту), 
(y 一 уға) мА 
— (1 — rb) Qn — Уз з) G rura) Оз 一 yra), 
(уз 一 yarn) мА 


(7.26) 
Ох, y, z) = j ФОТО = АЕ» (7.27) 


БЕ У У2з 13 F = КӘНЕ ул» Уз F35 уз FP ЕЙ 
Фу Уз» уз| Ёз) == Фу уз] ғо) 一 Фу» Уз» — ys] Ёз)» 


(7.28) 
| 1 nm — "l 
Р: = fz 1 — fn |. | 
=r ғ 1 


在 公式 (721) 中 出 更 了 新 的 辅助 函数 Se y。z)。 它 的 计算 
都 可 以 化 为 < z < 1 的 情形 ,这 是 因为 , 当 y > 1, 2 > 工时 有 


хь ур 2) = (ео) - 二 | Тау» z) 


其 中 


一 |° (ayz) 一 2 Т(ху,1/у)-556хұа,1/:, 1/у)» 


(7.29) 
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22 0 < y < 1; z > 1 ВН 
Ses у, аў = ао + [O (eye 一 二 | TG, у) 
— (хуз, 1/ух y) — Srs уд, 1/z), (7.30) 
总 能 化 成 了 <š z =< 1 的 情形 ， Ше 0 <= т 时 有 近似 公式 


LT 
М1 + у? уі 


SOx уа) = 3 1 ы-і 


хінтіг/геті s 
хо (катала са» 
(7.31) 
73 数论 方法 无 论 是 级 数 法 还 是 辅助 函数 法 一 般 来 说 对 二 、 
三 维 正 态 分 布 适合 一 些 , 当 维 数 更 高 时 公式 愈加 复杂 ,使 用 起 来 并 
不 方 恒 ，。 我 们 知道 ,对 高 维 积 分 , 数论 方法 是 比较 好 的 , 具体 用 到 
ЕР. в 


Фа, 6) = 


% 
(2 SATR Ти 


ң Ж 1. 
х | | exp {— L rR} dts (7.32) 
ан 2 . 


其 中 
. а = (at зан b = (hu sb, у, 
< 
IG) — exp І- + rR}, 
н-іш-е, icim 
则 


Eala, PIR) = Оут y тұта ПО; 
хе да» (7.33) 
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其 中 . 
4 --(2,-::. 4,У, d, = a + (2, фару» i= ВЬ5%% т, 
文献 [13] 对 形 恕 

ров 
的 积分 列 出 许多 表格 , БЛЛЕНШЫ- Еа НЫҢ. n Ж 
示 计 算 积分 所 用 的 点 数 ， йі» 42» а» Чат 95 нж 2 ТА, 产生 


表 7.1 五 重 积分 计算 表 (49, 三 1) 


1059 
1543 
2129 
3001 
4001 
5003 
6097 
8191 
10097 
15019 
20039 
33139 
51097 
71053 
100053 


的 办 法 是 : HREH ” 及 其 对 应 的 9 ~ е» Ф 
O = kan 
0 = a А Cha аду, із-15555, ту 
k=l, м (7.34) 
49 一 (419, 1.4; «Әу, т, 
Aj | 
1 
Onla 6|R) = сутт Ц (2, — в) 
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Cr a 


x 1 TJ Кд»). (7.35) 


Я, № s = 1069 БЇ, qg = 1, g: = 63, 4: = 762, g, = 970, 
45 = 177, ЖЕ | 7 
УФ = (1/1069, 63/1069, 762/1069, 970/1069, 177/1069У, 
у = (2/1069, 126/1069, 524/1069, 871/1069, 354/1069), 
у? = (3/1069, 189/1069, 786/1069, 772/1069, 5317/1069), 
у — (0,0,0, 0, 0). 
我 们 看 一 个 例子 , 取 R = Г, т 5, a = 《一 1。 —1, --іІ,--1, 
— У, b= (1, 1.1, 1, 1Y, 4 ЗЫ 1069. 2129, 5003, 8191 时 
计算 情形 见 表 7.2, 34 n = 1069 时 有 效 位 数 已 精确 到 五 位 。 当然 


Ж 72 
п # 分 š 
1069 9,148299406 
2129 0.148295351 
5003 0.148291410 
8191 0.148291358 
кы 0,148291343 


一 般 情 况 效 果 没 有 这 么 好 , 那 时 可 取 # 适当 大 一 些 ， 当 积 分 范围 
不 很 大 时 ,积分 效果 较 好 , 当 积 分 范围 较 大 时 , 可 采用 两 个 办 法 来 
提高 精度 ， 
GO РАБ ИЖ 
|, | Кхазкі94хбкт» 


可 改 为 求 积 分 | 
+ |, |, (Кез ж) 十 其 1 — ж» зу + fx 1 —- х.) 
+ К! — Кі; 1 — хэ) 16х 2 xy, 
ВО КОД s DI, 


.112» 


Gi) 作 非 线性 变换 

Жоу, -ңӛш-- 24, Шу, = 10 — 15 + бий» 
或 у = 35и} — 8453 7048-5208 
等 ,有关 这 方面 的 讨论 可 参看 [14]。 

有 一 点 要 说 明 一 下 。 如 果 母 体 的 参数 未 知 , 此 时 可 通过 样本 
来 估计 . 设 8 ХРЕН, 用 以 上 的 方法 来 计算 时 可 用 
R RR, 但 是 所 得 到 的 慎 一 般 并 不 是 所 求 概 率 的 无 偏 估 计 .。 例如 
хуз? бєз хо 29 ЫҢ N Cas 97) ФЕДОР, Ін Я а? ІНІН 
Ж 


т 
- 1 
ñ = = — > ху 
т 


-77 & — 9. 


=й 

(29-1 С^ 
如 用 

(a e 


它 并 不 是 @ (E) туж фа, TAER GOR 
а | 
$ — s) - ее TaD a a-p E ag, 
=) 
z 


(7.36) 


-J= E %--«)), (2. 37) 


(1 
ваще иди (тут) (AE) 的 差别 是 很 小 的 ， 对 于 


其 中 


2%, О) - min (1, > 


+ 113» 


i t amry i mean 


多 维 正 态 硫 率 的 无 伪 估 计 , 公 式 就 更 复杂 ,这 里 就 不 介绍 了 。 
58. Я 


ЕТЕ Ж y fi ТЕЗЕ РЕ HEA ДЫҚ, E EAER EE 
服 凌 标准 时 作 的 人 休 测 量 的 例子 。 对 成 年 女子 测 了 14 个 部 位 ， 它 
ПЕ Б ЗЕ Е. аА ВОЛЮ. а, 前 胸 节 
ЕЛЕ РЕНИ Е А Кт, Эй, КА ЖИВ. SAT 3454 人 
的 数据 ,它们 遵从 H Е, 如 用 yi teto yp 代表 人 体 这 14 
个 部 位 , 则 算得 均值 为 


Я = 61.32, = 49.62, Fa << 83.39, 
у, = 32.59, уу = 39.55, y =” 33.61, 
Jr = 34.30, ўз = 39.59, у — 39.52, 
Ую = 154.98, уи = 131.59, ув == 93.39, 
ўз = 70.26, У,--91.52, 


协 差 阵 的 无 信人 知 计 列 于 表 8.1， 其 相关 阵 的 估计 列 于 表 8.2。 这些 
计算 对 于 标准 的 制定 都 是 必需 的 , 

在 制定 上 衣 标 准时 只 用 到 前 十 一 个 变量 , т = И. ЖА 
”和 总 体高 《 邓 人 的 高 度 ) 为 服装 标准 的 依据 其它 变量 对 它们 的 条 
忻 协 姜 趾 和 条 性 均值 可 由 (3.3) ЖИ (3.2) 计算 。 或 用 (3.17) ЖҮР 
算 条 件 协 差 阵 , 先 算 对 胸围 的 ,然后 再 算 对 总 体高 的 。 条 件 协 差 阵 
主 对 衣 线 元 素 的 开 方 称 做 条 件 标准 差 ， 它 的 作用 与 通常 标准 差 是 
类 羽 的 ,这 里 是 用 来 估计 标准 的 精度 ,对 上 体 各 部 位 的 标准 莽 与 条 
件 标 准 差 列 于 表 38.3。 在 $3 我 们 说 过 , 条 件 苏 差 阵 比 元 条 忻 协 差 
阵 在 正定 的 意义 上 缩小 了 ,特别 , 对 主 对 和 角 线 上 的 元 素来 说 , 它 是 
在 普通 的 意义 下 缩小 了 , 表 8.3 用 数值 明确 地 显示 了 这 一 点 . Ш 
高 的 无 条 件 标 准 差 是 4.94, 而 条 件 标准 差 只 有 1.42, 缩小 得 很 多 。 

如 记 уз 一 {у Ул» Ую» Yos yn), у? = {уз уш)» ИШ 
定义 3.1, уо у 的 回归 系数 为 了 ay 到 ,经 计算 
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EIE {000г 9 |01276 ре '0r 
568” БЕВЕЕСТІ |/8076 МЬ8°Т 
266° 51|228'91[659'81 
UUP PEEPS ЕТ 
099762 


+ 
EEE'E 
86975 
<" 
95579 
ІШТЕ» 


9% 
996° 
кез 
быс 
#50'8 
ФЕТ 
бар Т 
51972 
ғғ 


590% 
ВЕ 
EIZ 
SPA E 
SII‘ 
85971 
ЕТ 
TERI 
00971 
¿Or 


РБЕ 
826°} 
08-71 
ТЕБЕ 
#ТЕ'# 
2821 
ZIS'I 
ЗСТ 
ғ! 
SZ I 
849'2 


TES ST) GERE 
oeg 52] SETE, 
SSe E 08975 
ӨРТЕ; 
$15" | ну 
ЕСЕ 66211 
ELLS | 69/71 
29876 | ІӘГІ 
GEE'S | BZI'I 
889 F | 9/2271 
9££'5 { 60210 
OES OE Fra 


186 °F 


ET 5 
200 © 
FET S 
89878 
BEE"6 
087% 
BILE 
9271 
вет 
189'1 
ЕТТІ 
097% 
891 
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maswa. 


"w 


1 


159°9 | 12Е'0| ЕО 59570 
t |550'0| 66001076 
1 25870 458`0 
1 | 
1 


МА 

мато 

СІР 0 

все”) 

i) 
I 


tzt'U 

09270 

рр 0 

es 

10570) 

02878 
1 


ШЕ 0 


рв Ú 


ЭРО | 25570 


56270 

6270 

59770 

18270 

997 0 
1 


06278 

СОЕ `0 

tug'i 

+82'0 

225'0 

#990 
I 


[FF Ü 


АСВ 0 


сав" 0 


1 


18878 


BEED ZZF 0 
ЛЕТО | EPE U 
ФЕР О SIE O 


91570 


БЕВ Ор еп 

ТЕР О POH О 

СЕЗ "09290 

04870 

сер 
1 


мор 
25170 
ЕГО 
ЕС” 0 
91270 
$9570 
`0 
(577 
ЕРСІ 


НЕ Т Ы zs E 


я й 
4# a 
Ж 
в ў 
шалы 
® ш 
ұны 
жын 
ыны 
Е Е 


+ 116 є 


жаз ЖЕКЕ I 


= |. 
Исан 
з. 


部 位 к жж Шш a 
LEE 2.65 2.57 
= m j 2.23 2.17 
я m 1.64 1.32 
аи 1,76 1.55 
пех 2.01 1.76 
ния 1.97 1.65 
HEt 2.29 2.04 
RETA 2.20 2.04 
身 高 4.94 4,79 


33.4 者 种 体型 人 所 占 的 比例 


0740Е 1.90201. 


150 3176] 5.628514. 
155 483010.1526/7. 
160 .99361 5.84985, 128 
165 03141. 065 


26330. 


0.05 0.04 0.16 0.13 0.16 0.18 0.15 0.10 2 
0.80 0,26 0.06 0.11 0.07 0.06 0.19 0.20 0.86 o 


(ғыуау-( 


这 些 回归 系数 在 服装 标准 的 制定 中 起 了 很 重要 的 作用 ， 由 它 可 导 

出 规格 的 系列 数 . | 
ТЕЛА À Br h ЕРІ. БАЙЫН Суз) 和 总 体高 Сун) 

жн» 分 档 数 见 表 84. 例如 我 们 要 知道 胸 国 84сш„ М 
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高 155 cm 的 人 人 占 多 少 比例 ， 由 分 档 情 况 这 等 价 于 求 落 在 区 域 


Cys | EPE lank, зьве воно 
| Уз» Pa? 1525 < yw < 157.5 ‚ = ` 


FRKA 0.102, 计算 结果 列 于 发 8.4。 有 兴趣 的 读者 可 以 划一 
ТЕБЯ, Е. 


* 118 = 


ВЕ ВЛЕННЯ 
与 协 差 阵 的 检验 


在 一 元 正 态 总 体 中 ,经 党 要 比较 两 个 或 多 个 交 体 的 均值 , 球 准 
差 . 比较 两 总 体 的 均 信 有 =* 检验 , * 检验 ,比较 多 个 总 体 的 均 价 将 
немі F ЖЕЛ, Е ЕТ МЕНЕН ЕЮ, Е, 
特 莱特 稚 验 ,这 些 有 效 的 方 话 能 否 推 广 到 多 维 正 态 总 体 吧 ? 这 就 是 
本 章 需 要 解决 的 问题 。 为 了 引出 有 关 的 绕 计 量 , 首先 要 导出 多 维 
正 态 的 一 些 基本 的 样本 分 布 以 及 这 些 分 布 的 性 质 ， 分 布 的 详细 扒 
PETERE, 这 并 不 妨碍 对 它 性 质 的 研究 ， 由 于 多 变量 的 情况 
与 单 变量 有 许多 类 似 之 处 ， 首 先 我 们 对 单 变量 的 样本 分 布 及 其 性 
质 作 一 个 加 顾 . 


УТ. 一 次 型 分 布 


以 下 总 假定 къз» z, 为 相互 独立 的 一 维 正 态 随机 变量 ， 
E(z,) = и» i= L," ns ИС) = с = Р(х) = 1. ЖҰҒЫП 
я = ба `... хь» А] х ~ N.C» I)o 其 中 н (раз. °*» IJ. 

定义 11 随机 变 最 xx 的 分 布 称 为 好 分 布 , 记 作 Хх ХА), 
п 是 分 布 的 自由 度 ，% 是 非 中 心 参 数 ， 且 а= нн. щл = oi} 
хх 的 分 布 称 汶 中 心 好 分 布 , ИЕ zx ~ Ж», 4 之 0 时 的 分 布 你 做 
非 中 心 好 УЖ. 

ХУ 的 分 布 密 度 将 在 第 九 章 给 出 ， 直 定义 立 由 有 如 下 的 性 


质 : 
С) 设 9%» Yk 相互 独立 ， y; iiai KIC), іс-1,%“%; 4, ШІ 


қ 
> у: ~ Xita СА 十 二 м). 
іші 


* 113 < 


2. — FsD x. а e e . И i 


| x NA д 
а) it a ~ NC D, z = (ы к= (o ШТ 
нш 3 2, 


них = Хн р), і 1 
(ш) ECX) = n + 45 (1.1) 
РСХЖАУ) = 2n + 44. (1.22 
ЖУ12 ik r~ A) y~ Xl x Буу, R 
F = = (1.3) 


的 分 布 称 为 非 中 心 下 分 布 。 记 作 F(m, r，1)， 当 1 一 0 时 就 化 为 
常见 的 分 布 , 记 作 Ет, в). 

Жх ~ Nle Р), НЕХ 1.1, "x ША. С 为 一 对 
МЕЕ, х Су 的 分 布 是 什么 ? 它 何 时 遵从 妇 分 布 ?如 Ci... C Ж 
ЕЕ, {r Ca) 相互 独立 的 充 要 条 件 是 什么 ? 进一步 当 r~ 
М.Си» V) 时 也 有 酌 似 的 问题 :这 是 一 元 统计 中 方差 分 析 的 核心 问 
题 ,由 于 这 些 结果 可 以 类 似 地 推广 到 多 元 情形 ,我 们 认为 还 是 有 交 
要 将 一 些 主要 结集 作 一 个 回顾 ,其 中 有 些 证 明 粗 略 一 些 ， 

先 讨论 x ~ М,Си, 站 的 二 次 型 


引 理 1.1 设 C = 一 C，C 的 谱 分 解 是 > өту» ШГ= 
ха imi 
(уг ye) 于 是 就 有 


, ы 1.11 
Eet c) = П а- Zita) ехр йай |, (1.4) 
іні 


I — 21а 
қ 
其 中 2=|: |= ra. 
2, 


ШЕҢ Ф у = Tx, Жу у ~ NT pg 1) = NaCl, Г), 于 是 


Есен) = E( ei Г сту = П Е(е 3), 
#=1 


» 120 * 


> 


ы 
= 上 rr 21 
Ебейті ру = (1 — 2i10 7 exp 1-ші. \, 


1--2ло; 
J= l, 2," ñp 
于 是 就 得 公式 (1.4). 
为 了 使 (1.4) 式 使 用 和 起 来 更 加 方便 ,我 们 将 (1.4) 用 其 他 的 形 
式 来 表示 、。 首 先 可 以 看 出 ,如 果 C 的 特征 根 o = 0, TE (1.4) 5% 
ЯНА ЕН НУ Я 


{1 -- оу exp {нел = l, 
1-- 2 ға; 


АП ВЕ И AE (1.4) НБС ВУЗЕ о AERAR, ІҢ 
8148. 

Жі 设 同 引 理 1.1,C 的 全 部 非 0 特征 根 为 оп, -trs аг, М 
《1.47 式 就 是 


r Е E 3 
Е(енеау-- П (1 一 2170) 3 exp [ие |. (1.4) 
imi 1 一 2 ite 


ЖЕҢ В НЕЕ ЕО A НЕ (1.4) RARR 


形式 来 表示 ， 
令 
ып о 
Ir — зе — s | ... | 

O а, 
1 о: 
一 | 人 | 
О а, 
= TL G — 2is0), 

HJ _ | 


П а – 225) = ji —2пс|-%, 
зі 


.121» 


XH F 


% tadi (1 — Zira, уі 
ізі 


zal — izra)! о 
== 4” к. . 4 
o fo 一 Rita, J 
на ӨС (i — Zira! О. 
а= 1' А ВА n, 1 
D Фа) о (1—2 ыу, 
， год о, (I — ау 1 О 
= “| ігі ... а 
„О го о С1--2ла,у 


= (ЕССЕ — 2 CY llu 
= t С(1—2иС Y'a 
кез E — 2iHC) Cp. 
RA (LORRA (1.4) 的 另 一 表达 式 ; 
%2 Е(е у = |I —2иС]-Фехр{п (1 — 20 би} 
--|1--2иС|-% exp [it C(I — 20206 Үн}, 


f (1.4) 
从 系 1 立即 可 得 ， 
ЖЗ ШЕ С = C, C= C, rk C = r, 则 有 
Elei Ex) 一 《1 一 21) ехр {- i, (1.5) 


其 中 2 一 С. (1.5) 式 就 是 非 中 心 ЕИ ЖЕ.) 
ER exp{ | 展开 , 就 得 非 中 心 次 分 布 用 中 心 如 分 布 来 表 
示 的 表达 式 。 
定理 11 设 cC = С, 风 
х Сх ~ ХАҚЫ Сн) = С = С, rk С = P. 


Iy 


证 明 “<” 今 有 正 交 阵 了 使 TC 一 ( М 


2), e = r; M 
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f 
y~ МГ’ и, Г), Н х = Гу x Cr = yT'Cry= У) у, НХ 


І “Са ~ СИ Са). 
“=>” YE Са — ЮС Сн). СРЕЗЕ mott "s Gas 
А == Cpu, 由 引 理 11 及 系 可 知 
Р? Ы 
(1—23) F хр | z | 


1 — 2% 


. 42 
= Ў а- аку ехр [ia }, 
is] 1 -- 21:03} 
Нан Chs 5,02, = СГ), T Æ СПЕ ЛЕГІ ЕНІМ 
ЗӘРЕ. 比较 等 式 两 边 的 奇 点 ， 就 可 证 得 m = --- = a, = 1, В, 
= 4, Ш С = С, СС, (С)=р Ф 
Ж ШС = C, м 
x Cx ~ < С? = С, rk C = p, Са = 0. 


ШЕЯ 只 要 注意 非 中 心 参数 是 Саи, h "Cru = 0, C2 = С, 

С = C 可 导出 Cu = 0. KZRA + 

ре 12 设 Ci = С i= 1,2,5, Б, И {x Ci, i= 1, 
Ia rtea ki HER У <<> С,С, = 0, — НМ: ај, АЗЕ: 
是 由 Craig ER ЛИН ЖААТ ШЕЙН {Н ЕЖЕ 5, Жн Зе РК) 
-РЕСКІНЕУЗІЗЕ 12, FTESA 1.2 的 证 明 是 1962 ЕЕ 
Re Elie sk E 35 BS. 

引 理 12 ik 4, В Хр, ETRIE ЗАЕМ № 
14), ”3 4.) {ве ШЫР РАР В 的 正 零 特征 报 正 好 为 
{hs 7775 Ars мәсе?» y ДАВ = ВА = О, 

ПЕН 1. ЖБ БЕ + s= n, А-В. 不 和 失 一 般 


D, о мо 
性 可 以 候 定 4 = (“ о}, р, = (есу) 否则 可 以 作 一 正 交 


т 


756,064 5 OE EP, 


киянгжгаг-(0 g) p ( sme 
“ Е: 


s= n, ҚАЛГВГЯИВВИОНВМАНОМНҒНШ 


于 是 
2-(2:)(0 op) (ro) 
(ео pe e) 
ял, 


amha «М о) ©? 
ТІГІНЕ 
由 第 一 章 5 5, AB 与 54 有 相同 的 非 零 特征 根 , 故 4 + B 与 矩阵 


2 (ор, (©) (о ç) 
= 6 >) (> Е'Е N са) 

有 相同 的 非 零 特征 根 , 因 为 TT = 1, ӘН | 
F'F + G'G = 1, (1.6) 


D, OV/I Е 
E= (0 p)le 1) 
о D NP I 


r FI ‚ 
; |”!!! FF| 
i 


外 第 一 章 $ 4 


Е 


ы ыі Б) ог Е 
ие маты [21 
H H ' о РЕ I 
r 1 
== hi вір ЕЕ] 
ігі іші 


推 得 

[РЕ | = 1. 
H (1.6) [E'G] =1, НЕР, CG 均 为 非 负 定 阵 ;由 此 不 难 推 
Ш G'G 的 特征 根 全 是 1, 从 而 F'F = 0, H F = 0, FE 


(ео oo 9-0 ора) 


显然 АВ = ВА = 0, V 
р, О 
H. ШЖ * + €< n, 不 失 一 般 姓 可 设 4 = (0 ), хш 
以 证 明 , FELE O fE 
о о Qir 
ото -| р, о}, 
о о О:--»--:, 
对 前 ”十 * 阶 主子 式 用 上 面 的 推导 即 得 АВ- BA = O + 
定理 12 ШЕН «#1 C.C, = 0, —#]) i = j, ЖЖЖ 
TCC = СС» i=j, 由 第 一 章 $ 6.2 存在 正 交 阵 T 可 将 
Cis tts Ск 同时 化 为 对 角形 , 即 


a9 
TCT = di «-( ы) £= 1,%::%; Ж, (1.7) 
м 
іг Ci 一 人; МӨ s= 0, #= 1, -rs nly WA 
A;A; = TCI TC = гс, = о. 
СС; = ф, --МІР іе), «у = Tx, у ~ М.СГа: 1), 


rC == у Лу = >, У, 


128; 
因 {yi} 相互 独立 ，Ci +. G, ЖЗҚ, х Сұ, <<; «Сх 互相 
а 125 = 


独立 ， 

全 我 们 只 要 证 明 任 一 对 CC = О, ФА = C,, B = С lË 
rk( A) = r, rk( B) = :, С + B) = z, 它们 的 特征 根 分 别 流 
Ais" s, разг» р Vis "t'y Pas ЗИ Liy 


E(e 4) = || G — uy? exp | Ян |, аз 2:0, (1.8) 
ілі 


Е — 24 


, Ы їр; 
ксезу- Па-шау- exp e, k > 0, (1.9) 
іші 1 — 26: 
, z EVEC E 
Ele” Carme) = П (1— 25, 1 ехр та, сь = 0. 
іші 1-- 2уы 


(1.10) 
H х Ах 5 хВх НҮ, (18) х (1.9) = (1.10), ВАТЕ H 
fastet ma y= Rist Аро, 95 [8 1.2,4В-ВА4-ОЖ 
Ж 如 Суг с, ЗЕТЕ, AI [x Сух i= 1," Á} 相互 狸 
Y “>и (CC) — 0, — 1 <<), 
证 明 REIH C,C; = 0О,— з= рә (С.С) = 0,— 
+7: >< js = шқ. {ХЕШ =, 令 t (C,C;) = Ü, £ >< із 
и (СС) = c (C с} Сї со 
= = [Cc сэуссұ C$)] = 0 
B (ch с%у(с? С?) > 90， 其 迹 为 0 必 有 
ССР СРСР CF) = 0, 从 而 CC 一口, 得 CiCi 一 0 Жж 
引 再 1.3 j С, --.,С, 2 n УЖЕ. УНЫ Аға» or 
с = > С» rk( C) = р(<їп), ВЕРА, 
а). (СЕН НЕ; 
(п) CGC = qa В 
(IV) р = S 
іші 
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Ш (а) (1), (UD, (ш) ЕЖА, НЕН 


(У), 
Œ>) (HD СТУ) 可 推出 (1) (П). 
证 明 (1) (1) #1 СІ) = (Ш). 
пес + У) сус, 


ш 
Сіз (C. + e + С, = CI+ 
= Gi +. + G, = С. 
(2) а) 和 (CI) > (1). 
ЕЖЕ r 
‚_[, 0 
гет е о) 
从 而 
L О А х /D, Е! | 
(“ о) rere (ы с) (1.11) 


0, АС, = О, Ё; = О, = 1, 


к 
ж > G, = 0, НРС, > 
» КЛЕИ 
k 
Ip = > р, D, 为 投影 阵 
HT D, 的 特征 根 非 0 即 1, Б ШЕ D,D; = О, -ң із) MINT 
(її). 
(3) CDA D = (1). 
ІСТІ) ЖЕЗ Ер T 可 将 Са» --*, С, 同时 化 为 对 角形 ， 有 
(1.72 式 成 立 , 即 
rcer 一 > A, -5 diag (CAD, + М)» 
эле —1-ҖЕ0, E 


再 用 C C; = О, МАЗ АР, - 
应 为 已 的 特征 根 , ЕР Е, ХШ ДШН ГЕ C; 的 特征 根 非 专 
И, C; ЕЕЕ. 
(4) ап) А ЧУ) = (1), (0). . . 
e 127» 


к 
45 (1) 作 正 交 变 换 得 (111), L= > Dis 


іші 
к 


k k 
p = rk(1,) =< > kD) = >: rk(C,) = >; r; = р, 


т=]} 
此 时 必 有 rk(D;) = 水 (0;) = =. 我 们 首先 证 明 D, 为 投影 阵 , 记 
Di 的 特征 根 为 А.-А, ТИЕ ЖМ 
Ar о 
. кн, Д 
һ- p | + > (, 7). (112) 
O 


о 


М k k 
则 | `". + Ун» Iin = У} Ln 
4, ізі ілі 
L 


& * | 
p 一 #1 = > rk ( L,) = > (р) = p— r. 
i 二 2 i=2 


ЖЕКЕ ЕСІ) = (D), ¿= 2,56. д, 记 以 由 (1.12) 
1-м. о | 


必 有 м = `". = „= 1, 于 是 D, 是 投影 阵 . 类 似 地 Da D. 
НЕ. 因此 只 要 证 明 G, = 0, F, = 0 就 行 了 . 


A ok (P E) = CD) FET CF G) = T(D,, Fl) 


š + 


к 
WAG, = ТЕ; = TDT A D: ARE, G, > 0, 再 由 У) Gj 一 


о, 推 得 С, = О, XA 
Ü = G, = TDT = {TD,) (TD, = TD; = О. ЕП Е, == ӨЗЕ 
由 这 个 引 悍 及 上 面 的 定理 ， 就 得 到 方差 分 析 宫 最 重要 的 平方 
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和 分 解 的 Сосһгап TE, 

ЕЯ 1.3 设 r~ Niles Г), Cu +, Ca 为 对 称 阵 ，fC = 
k 
> Ср БН С) = fot = l;t -.2й, СС) = р, 考虑 如 下 条 件 : 


(А1) Ci 一 1 为 投影 阵 

(А2) СС; = 0, —Я і а ј; 

(АЗУ СЖЖ 5 

(B1) Сах СЫ Cu), i= 155995 ks 

(B2) {x Cir, i = 1, --:, k) 独立 ， 

(B3) Се“ KRC 

k 

(D) > r; = р. 
Й] (а) (А J (Вг), i= 1,2, 3. 

(b) CA; (B НЕЯ G >< г) "ИЕН R: z, 

(c) САЗ) (83) 加 上 (D) TEHER. 

ЖІ 如 xz ~ Ма, Г), zx = O, О, 人 和 人 为 + 的 二 
次 型 ,着 O, да, Ш Or ~ 2, 

证 明 ВДА а = оа О == "Сух, Q= "Са, HE 
Ж, 0 — X> Ci 为 投影 阵 , 且 秩 为 4， 从 而 Са = 1 — С, ВХ 
ERE FEH n — а, О: ~ ЖЕ, ЧЕ 

Ж2 М.и. Г), Сх = х Сух + xC, Ў х Cr~ Xis 
х'Сух ~ ХІ, C; > 0, Ш Сх ~ XZ 

证 明 [HE C = С1- С» Сіз С ЖЕТТІ C, > 0, НЕШ 
Cz ВАР. ЖЕГЕ 


L O. р; Е! 
rcr = ( гог + rC А (> A 
о о) 1 > Е, С, ? 


НЕВЕ ДА С = 0, F, = 0 G = 1, 2), 以 及 
їі, = D, + Da 


EE D 为 授 影 阵 , 由 系 1, D: 也 为 投影 阵 , 从 而 C; 也 为 投影 阵 F 
以 上 的 结果 可 以 金 部 推广 到 у Мба, V), V > 0 М, 
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ру, 则 * ~ М.(/чби, 1) ЖЕ КЕННЕН. 
ЗЕЛА ЯСНЫ, y~ Мы, V), V > 0, Wi 
y Cy ~ (ш Си) <> CV ХИ, H. (С) = p, 
Ж ЕН 14, 则 
yEy ~ Хе СУ НЕ СС) = р, Н Си = 0, 
定理 1.5 i8 Cotes С, МАРИ ГЕШ, y ~ М„(и, Г), V > 0, 


内 
ly Ciy, £ = 1.-.. KR] ҖЕ йл <> СУС, = 0, — Ех $. 

Ж 设 司 定理 1.5, BEL: Xx s ËF, rk(L)= ¿sç n. Ш Ly 
юв y Cy Aiki <=» LVC = О, 

定理 1.6 设 Ci，…-， C 23 n 阶 对 称 阵 ， -5 Cio 
(С) = ть ісз-і1,---,4, rk(C)= pyy —М,(ы, У), y > 0, 
考虑 下 面 的 条 件 : 

(А1) CV, i= 1,5,6 ЖШШЕ; 

(А2) GVC = О,—4Д4#=}; 

(АЗ) ДУХ; 

(B1) yC; ~ ЖК Са)» £= 1,5 k3 

(B2) {у Ca, i= 1,5,5} 相互 独立 ; 

(B3) y y (Си); 


(D) Р-У 


则 (а) (Аг) <> (Bí) {= 1,2,3, 

(b) (АГ) СВР ЕС р 可 推出 其 祭 。 

(с) (A 3) 或 (83) 加 上 (D) 可 推出 其 余 ， 

作为 本 节 的 应 用 ， 我 们 介绍 在 最 小 二 禾 理 论 中 很 重要 的 三 个 
定理 , 这 些 定理 有 的 在 $3 是 需要 的 , 通过 这 些 定理 的 证 有 明 , 对 二 
次 型 分 布 的 理论 会 了 解 得 更 加 深刻 . 

定理 1.7 Жуз N,(X8, аЧ,), Жип X ҖЕН п X m , 
ВЖЕ m xX 1 向 量 , 且 (Хх) = zr, И 

к = min Cy — ХВУ (y — ХВ) ~ т. (1.13) 
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证 明 825—292, ЕРЕ (у — Хо ХЕ 
小 ,等 价 于 使 ХВ ST y (ХХ) 上 的 投影 , 令 P 为 到 (XY 上 的 
投影 阵 使 得 Xj 一 Py, f 0 ЕЖЕ 6. TÆ 

Ri=(y— Ру) (y — Ру) 
= yU — P) CI Р)у = УСТ — Р)у, 
(1 — Р) ЖЫНЫ НАХ п — г, 由 定理 11, ЕМ оз (А), 
ШС PX = X) 
A= (ХВУ(1 — Р) (ХВ) = 'X'(I — РУХВ = 0, 

ЖЕ Ri ~ о, Ж 

这 个 定理 也 可 直 搂 证 明 , 不 用 二 次 型 分 布 的 理 沦 , 证 法 如 下 : 
记 Е МЕС СХ) 的 标准 正 交 基 , 将 下 通过 G 增 广 成 R" 中 的 标 


пх 
125226 H; БІН = СЕС), НЕЕ, HH = I, £ 
F'G = 0, K'G = 0, G'x = О. 


令 


ғ 


= F r 
-@-=-@ 
2; С’ yin r. 


ro- (EIN (a (5) 


YC) = РУСЗН = о,» 
这 表明 z, АП ӘЛЕМ», НИЯДА N C E ө?) Ж.М, (0, а71,-,), 
Rš = min (y — ХИ) (y — ХВ) 
= min (у — X02HH'(y — X8) 


Щу 


== пип (х — H'X8Y(z — ҒЫР) 
= min |(а-- F'XEY Ca F'X8) + e] 
内 A 
= min (е 一 F'XEY Cer ЕХЕ) + me, 
ER яш, БВ, ИЕН 0» Ва Е = 一 
了 XB 二 0， 这 是 能 取 到 的 ,因为 КЪ 
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r = ПОХ") = rk[X'(FG)] = rk(X'FX'G) 
= (ХО) = rk(X' F >. 
ЁК Rl е е, НМ 11, R} ~ oX + 
定理 1.7 解决 了 回归 分 析 中 的 残 差 平方 和 的 分 布 ， 为 了 解决 
回归 分 析 中 的 假设 答 验 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 
T жжіз ЖЕНЕ РН Шт X А, R. 
«ос, М 


= min (y — XA) (y — ХВ), (114) 
Е 为 已 知 数 , 则 
(а) БІЗІ Е: — Ri 相互 独立 > 
(b) Ri— оз rs Rl— Ri~ ахау 
(<) НВ = Е.ДА 一 Ri oX, АП 
Ев К. Ға»т--”). 
证 明 ЕР НЕЮ, g = 8 + r, 其 中 如 是 
На = E RRR r E: Не = o 的 通 解 。 因 此 
тіп (у- ХВ) (у — ХВ) 
= min (y —Х%— Xr)Cy — Х&— Xr), (115) 
& 
= [Xr Hr = 0}, PRAC z (X>, & 
s= F ЩИ 一 (ХН) - (Нн) 
LARG (Нус (Ху тан. РЕ СА) 
上 上 的 投影 阵 , VEN S 上 的 投影 阵 , 显 然 (ЕР = r, КО = s, Ж 
似 上 定理 的 证 明 有 
= (y — ХВ) (1 — U) (y — ХВ), 
Ri= у(1 — Р)у = (y — ХВ) (1 — Р) (у -Х80» 
Ног U EREKE, LIRA rs Ж 
Ri ~ ХА)» 


其 中 
024 = (Xp — Хв) (1 — U) (ХВ — Ха), (1.16) 
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-二 上 定理 қ-сы, ШИМ RR 一 №20, НЕ 13 的 系 2， 
Ri 一 Ri ДАУН RiR. 

ШАЯ H'8 = Е ЖОН, б = ña + r, Hr = 0, М 

отд (Х,у (I — U) (Xr) 
= (Х,У (Xr) — (Xr) (Xr) = 0, 

Б ИХ» = Xr, М К! — Ri ~ а МН (нус Сх, 

s = rk( HX) — rk(H)=r—k, W r—s=k, КЕ Rš ~ Е 

ХА ИН н ЕСЕЙЕ ЛЕН, EEF ІН. 
(Нус ОСУ = (ХХ), ЕЕ mx k E ci H= 
X'KC;,k(XC)= k. 2 


к\т — 4 D'y 
сЕ G |> Š Г, 
zalk Сх? 


其 中 G 同 上 定理 之 证 明 , ХО 直 交 于 和 XC 《显然 这 是 可 能 的 》， 
且 DD = Ir 注意 


ГАР ХВ 
EG) =! СОР -| о ) 
сххЕе не 


ІН . 
үс =r OW = о | 了 er А 
CX XC 


ВИ, в, ғ. НН, BAREM М, (D X8, PIJ, N, KO, 
с) МНА, C'X'XC). ЖИН D, G, C 的 定义 ;有 
(у— XEY (у — ХР) = (а — D'X8Y Ga — р'Хв) 
+ хуа + Cea — H'8Y(C'X'XC Y Саз HEY). (1.17) 
由 定理 1.4 
Q 2 (z — ӘУСХХСУҚа-- Е) ~ вА), 


其 中 
= AGE -жусххсухнф- Е), 
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当 НВ = EARR А = 0, О оі, tH ЗЕРЕН Ri 一 кта” 
өзі, 且 与 8 独立。 如 果 我 们 能 证 明 О = В — К, ЕЕК 
结论 都 证 明了 。 由 (1.17) 
Ri 一 диа Су — XEY (у — Хз) 
= [ min Сез — D'XBY (zi — D'X8)] + Ri+ 0 
= Rà + о. 
上 式 最 后 一 步 是 说 朋 存 在 #› PE а: = ХЕ ERE = Е, 两 组 方 
k r 个 方程 ,而 
r = rkX' = rIkX'(DGX C) = ХОН) = rk(X'DH), 
ЖОРЫ Ж 
ЗЕ 1.9 在 定型 17 BET. ЖУ q ат. 
Fly = (ys y) X VERREES UD PX В СХ) = (ВХ: ВХ), 
则 统计 时 


mingi ХУ (у — Хр) 
ming (у — X8) (у — ХВ) 


g — тї паг + ra 


Мен r= kX, ri = а, В(рь р) D 8 分布， 其 定义 见 下 面 定 
5 3.2. . 

这 个 定理 的 证 明 可 类 似 于 定理 1.8 的 第 二 个 证 明 、 这 时 如 能 
H 


. Kir d Kir, + ан) 
НРА ЕЕ ЫН КЕНЕ Х 3.2 便 得 记 求 之 结论 ， 


$2. р (Wishart) 分 布 


在 一 元 统计 中 。 2 分 布 起 着 重要 的 作用 , 在 多 元 统计 中 就 是 
维 希 特 分 布 , 这 个 分 布 是 维 希 特 在 1928 年 推导 出 来 的 , 有 人 就 用 
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ІХ АУТА Е S УТЕ АЕ АУА ЇН], НА ЕКОЕ ЕЕ. 

定义 11 — BE Xam = Сх), 它 的 每 个 元 素 者 是 随机 变 
量 ， 基 的 分 布 是 指 将 其 列 向 量 一 个 接 一 个 地 组 成 一 个 长 向 量 的 分 
ШІН Х ВО. 35 X kt # 阶 对 称 阵 时 ,由 于 ху = x; | kR 
要 取 其 上 三 角 部 分 组 成 一 个 长 向 量 即 可 ;这 时 

я 一 ESTER "sXe Я" Эӛгз777» Жұ-іп-із Жить Zon) 

在 本 节 中 总 假定 Уа» 57» Уо ЯН ЗИ, yu ~ Nl jis У), 
i= 1," nə |Ë 


уп" "Уі Уа) 
-( : HH | -ce (240 
“7” зт. Уб) 
ҒЫ Маған ноу 
“oo : 5 | кесер 
Шар" * Бат бау 


(2.2) 
定义 21 А- > ауа = ҮҮ. ПУ 的 分 布 称 做 非 中 心 维 希 特 
分 布 , 记 作 АИ (я, V, г), ТЕТІ = М'М, щт 0 
РАЕН НВУ, LE A (и, V). 
е = 1 BF, ## FOB ПОД, ЖЕНА ГИ ДЕНЕ 
м в > hj Ил, V ) 的 分 布 密度 


|4 | е-—-0 ехр {-> t FA 
m а › МАЕ, 
о [Бусы e 
іші 2 


0 Ы Е. 
(2.3) 
А ЈИЕ, Шөтсе- 1, U = о, RERE өзі КУЙІ 
ВЕ. MREP BDE X ДИЕТ, 可 以 猜想 它们 之 向 有 一 些 
类 似 的 性 质 , 下 面 就 米 讨论 维基 特 分 布 的 性 质 ， 
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定理 21 A~ Wala, V, т), ВМ p X mE, 
ВАВ' ~ W (п, BVB’, ВтВ >. (2.4) 
ПЕНЯ 由 于 4 = > усу» ты ВАВ" - > (By aXByaY, 


因为 ya 59% yew EIRIO Bym» 355 Вус 也 相互 独立 ， E 
By ~ NC Bu, BVB’) i=l; n ЖЕМ 1.2, ВА В’ ИР (n; 
EVB’, д), ЖЕҢ 296 
л=(МВ'УМВ' = вм’М В’ = вера 

Ж ША, (а, И), ВАВ ~ W (n, ВВ’). 

定理 22 AWe V, т), 则 4 的 任何 二 次 型 了 4 ~ 
(а), 其 中 o = ГІ, А Ре. Ц А ~ W (n, И), Ш 
FAi— сіх = 


ША HT A= > уәуәс- Y Y, ВЕ ГА! = (УГУСҮГ), 


Hi Z ЖЕЛ ҤЕ PR TT д Үй“ N. (MI, cil.) 根据 定义 1.1 
СУУСУ) ~ аа), 其 中 
4 = Е(ҮІУЕСҮГУ/гі = РМ'Му = Рой, 

Ат = M'M 非 负 定 , 故 2 = о> т — 0, 得 定理 第 二 个 结论 + 

这 个 定理 把 维 希 特 分 布 与 闻 分布 的 关系 建立 起 来 了 , 定理 的 
赣 命 题 是 否 成 立 昵 ?” 即 如 果 一 个 矩阵 4 的 一 切 二 次 型 都 是 0245, 
布 ,4 是 否 一 定 是 维 希 特 分 布 取 ? 结论 是 对 的 ,为 此 我 们 证 明 一 个 
更 广 的 命题 , 

定理 33 设 C 为 # 阶 对 称 阵 ， w у’ су = И.С”, У, 8) ËJ 36 
要 条 件 是 : 对 任意 的 上 有 

ЃҮ'СҮЇ ~ ғау, 


ЕН 
r = ЕСС) = (С), 8 = М'СМ, о = ZV, А = Ра. 
(2.5) 
ШЕҢ “=>” RER 2.2, 对 任意 的 六 有 
БҰ?СУ о, 
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ХИ Y1— М.М, в, ), 由 定理 1.1,C 为 投影 阵 ; 从 而 可 得 (2.5) 
55. 


“=” {Б {Н 1, ГУ СҮ ~ Axa), 由 定理 11, 5 为 投影 
Е, 0С) 一 *， 出 第 一 章 ， 存 在 > 个 ” 维 互相 正 交 的 单位 向 量 
Āis ... ай, ін 


С = > kihis 
ігі 


Ү'СҮ = 5 ҮРУ 会 У үшү» 
; i=1 


ізі 


ЖШ в; = ҮЙ, > МСМ'В У), Ш.ЕЖЕЗІШ 53, 
соу Сауз вр) = V ФА, = 0 ¿>= у, 
故 {zi} НЕА. НЕМ ҮСУ И (г, V, 8), 其 中 


s = >; Els) E Gi) = > M'hi M = M'CM i 
=1 =1 


ЖІ сп ВЕ, УСУ ~ Иб”, V) 的 充 要 条 件 
是 对 和 任意 的 上 有 YY СҮГ ~ в, ШЕ r = ЕСС) = t (C). 

# 2 йс" Е, | 

(1) УСУ ~ (г, V, 6) «=> С ӘНЕ, ТСС) = ғ, 这 
В ё = МСМ; 

GD Y'CY— W,(r, V с 为 投影 阵 , rkK( C) = r E. СМ = 
О. 

ЖЗ (i) A= YY ~ W,(n, V, тубе>4 的 任何 二 次 型 
ГА а), Я ar = FV}, А = Рая. 

Gi) A = Y'Y ~ (в, Г) A { И ШОН Аі ~ Жо]. 

15 = #ñSHEHR ЯВ А 58у. А. 

定理 24 UA И „Ста, VV, Tr) A е W „Спа, т), 和 
AIRM M] Ai A; — И (и + т, Уут + т»). 

ШЕНҢ HERRI DAER 22741 А (л), АШ ~ ХЗ, 
Сы), 且 丙 者 独立 ， а м т/а, д, = Рта/о Н ЕЗ x2 $y 
布 的 性 质 О) 
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Гай + ГАН = РО + A ~ 0а. (А + М), 
用 定理 2.4 53, Art Ar~ Walini + т, V, тт + т.) 
定理 25 ЖА ~ Walns V, т), КЕН 


( п A тү” Ра K Тп е") 
A = d = у-( > 
Ап Яз/т-- ғ Ра Ра Ти Th 
ІШ 


An~ (п, Vis та)» 
dn~ W malts Fm тш)» 
Ж Ив == 0, 出 Яп ң An ARZ. 


证 明 ниЕХ122,4- >, yoyo уш ~ Nalus У)» fyo) 
АНН, S yp 5 ур = Ce): 则 
Уаз 


И = x: (ent изу = (4% а"), 
Тез Уаоуав Уууу An Ат 


НА Чи = > усу» An = > уси. BEM 2.2 1, Au 和 


An 均 为 维 项 特 分 布 ， Ж Ve = О.Л! (уа) 5 буа) ТЕ» 以 而 
Ла Аз НЗ 
定理 26 设 Ci, C; 为 两 = 阶 投影 阵 , 则 
ҮСУ 5 Y'C,Y НҮ <> C.C. = 0, 
HEB ЕНІ. YI — NM 071,), ҮСУ 与 了 Cay 3 
ху = (YYY 5 (YD C,KYI) 独立 ,由 定理 1.2, C.C, = О. 
“< 如 Ce 一 D ,由 上 章 引 理 5.3 Ж 2, CY 与 CY 独立 ;从 
MENIH Восе] РАН ЯНВ, НІ (ауу ссу) 5 (C;yY- 
(С.у) 独立 ;利用 Ci 和 C; 是 投影 阵 , 知 Y'C Y 与 Y'C2Y 独立 {Р 
Жж 定理 中 Co C: 的 条 件 可 改 为 非 负 定 阵 . 
上 章 我 们 已 导出 样本 均值 了 的 分 布 ， 样 本 协 差 阵 的 分 布 还 没 
有 解决 ;现在 可 以 回答 这 个 问题 了 ， | 
TH 21 рушу» i=l, з), n ES P k М, (и, P) 的 样 
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本 , 了 与 3 由 上 章 (4.9) 式 定义 ， 则 了 与 5 独立 且 分 别 具 有 分 布 
м, (а, 1 v) 和 Waln — 1, V). 
证 明 Бйз зл 5 у’ (1- луле (гл) 
为 投影 阵 改 S АЛЫ Т. ЗАР 
= (plyt 1,0, 
CM = (1 - ыл) (ий) = 0 


BEE 2.3 # 2, 5 六 以 中 心 维 希 特 分 布 。 Ми (С) = n — 1, й 
-И„(п 1, V). 定理 中 共 余 侍 论 过 去 已 证 ,就 不 重复 + 


定理 28 设 Cu -s Cp 29 n ры, e= 5) С» 


{К(С;) = ra í = 1, +з}, (С) = р, 考虑 下 盏 四 个 条 件 : 

G) іс) ЖЕНЕ ЕРЕ: 

Gi C аже 

(у) р = >) т. 
ДІ Gi), Си), бы) HARARE (О), Gv) RR AA 5 
iÈ: 

(АУ Yc,y - И т, 8; >, 其 中 &ё;==М'С;М, i=l, -=- {$ 

СВ) [YC Y, im 1,---, Е} 相互 独立 ; 

(С) ҮСУ ~ Walp Р, a), Eh = M'CM. 

ШЕН ЕЗІ 1.3, AERAR E КАРА ЕЕЕ ЖЕДИ МГ 
的 ;于 是 由 定理 2.3 A 2 (А), (С), 由 定理 2.6 得 5B) + 


53. ЖЕ ЕЕ ӘБЕН; Г? 和 4 统计 是 


жаз АРШИН ЗЕН А = УУ НН ЕН 
量 的 分 布 ; 竺 别 是 Тоң АЙ НЫ. T 是 一 元 统计 分 析 中 
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Бары? 的 直接 推广 , АЯИЕЗЫ-- Е. Е 
多 元 分 析 中 ,这 两 个 统计 量 是 极为 重要 的 ,以 后 还 要 一 再 地 遇 到 它 
们 。 

я М.Си» и) ВУ ТРЕЯ, Yays ` эп) > EPAPER 


Уаз 
Y = : = Сау) = ( ун» 


(в) 


记 
„4, YY = (а, А == (ай), V = CHP yo = (v5), 
(3.1) 


А (CIO)A (Л == баш), fsf = 1.2, -tta ғ; 
=, 2, :om 1, (3.2) 
定理 3.1 mM na> т, 4--ІҒ,(в. P), WI 
С) т/а" ~ Ж „ы, Н.Т Amm 独立 ; 
Са) ЯҒ Аа 1, = 9. РИЧИ АЧ ~ ХЗ „л. 
证 明 С) yo AV ETH: 


өзү" — 1 `( Ти Ре ү" — 1 
жаст +” VP э 
Yim Га тт 
Y 

£ ~ W... Р), М 一 0, THz Yin ~ м.(0, Р), r=], 
2,566, 由 上 一 章 定 理 3.1, МЕТ Уа) жа, Yim 的 条 件 分 布 是 
МІСРАР рэ am РАР Vas #E yan PS y;  — РаРауао 
ЖУ. М 


уа) Ғуап Yim уар 
у- |: -(: ЖЕТЕЛІ Т | 
уз)! Уа Fam! Уяр 


于 是 当 给 定 了 Yı 之 后 ,yw ~ NCY V aV из (т Уян ь) 1). 
ФС 一 《7 一 УСПУ У) 容易 验证 C ЕЕ (A л> т, H 
上 章 引 理 4.4, ҮҮ; 以 概率 为 1 地 为 正定 阵 , 故 5 以 概率 为 1 地 有 
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定义 。 以 下 均 在 几乎 处 处 总 义 下 理解 )， 记 8 一 此 Cyws 由 定理 
1.1 

9 — Соһ» -- Ул: Va GA) 
НІШ p= rk(C)= n — rk(Yi) = n — m + 1; 


a = ИРУ УУЛУУ Үш 
ты — PaP gY n 
= 0. 
再 利用 
ртт = УИ шш МЕТ! 


ir] [Рае лп Ёз] 
1 
Що, 

бе Г VaV a 


得 өт ~ Ха. {ГИН 


атт == 


УЦ т 
[а | о’ 
从 而 在 给 定 了 Y Bf t/a — ЖЇ ә ЖЕ Yi 525 , Edin Ez +u Е 
ғау МАҢ У, ар. ШШ Aaa AS Y AK 因而 与 wy 
атт дүү, 
Cü) л» АНЕ 1, 1 še 0, P = 1, fE—= НЕ Т, Н 
第 器 行 为 了 了, 由 定理 2,1 
ГАТ" ~ W ,(n, TVO. 
ETAP R А ТУГУ OBAR (ГИРУ = ra r, 
(гугу = r-i, ХИМ Ст» т) ДЕЗЕ РАТ 和 
ГУЧ, НЮША М ТЕ + 
定理 3.2 я 4-- W „(ль Р), 对 A. V ТІ 
d= (а зү у (Уч СУ А 


Ад Аъ bi —r “Ра Fay т — ғ 


ШІ Aya = Ав — Але ~ Иа к Ра)» Аа 3 Aun 38 
ШРД = Vz — Faki V u. 
证 明 & 
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улу А 
ж-( ) Ри 1",n, Ү == буа" “Уит))» 
Pun m — r Jar - м 
* Ре КІ 
Ү; = (уса `` уст). | 


Яны Улалу 
РЕ т ЕЖ, 十 1 维 向 量 
vaD . 
шом = 
Русь 


их 
#11 


: 1, O. 
z =l: = (У У!) = Y 
S|; =G D= |) 
А сај 
I, O 
记 s= (/ 22 则 由 定理 2.1 


ZZ = BAR (її YYZ ) 
< РҮ Үү ГҮ ҮМ 


А Agl’ 
= 97) PC втв), 
гал elgi 


Va ні 
ВРВ’ = ( ， f ). 
d Va {Ты 


用 定理 3.1 0), ИК m - 代 之 以 


ЕРТЕ = (4 — АлАн Аш)! = Anas 
Ац 


-1 RZA Ра, ЗИ P Anal — (РУ). 由 2 的 任意 
ғ 


ІНЕ 


依 定理 2.3 有 Ара W ,— (n ғ Ива). 再 利用 上 定理 G) 的 


第 二 个 结论 有 Axa 与 An 独立 二 
注 татын ий ЕТА > Ата 9 CA, Aa) WHAT, 


dala ~ Й K naj 


ІРІ i=l 
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(3.3) 


证 明 ”用 (3.2) 的 记号 有 


Jal (la, АХ (ый ГРА... (ТА 
ІРІ | Аһ-| ЈУ, | = Тн) R, 


由 定理 3.1 (1), ЕК ЕАН, НЫ хт, ННН 
БӨРІ т — то l, n— т--2554-аП + 

在 定理 3.1 中 我 们 讨论 了 A 站 二 次 型 4 的 分 布 ,如 i 不 是 
一 个 党 向 量 ,而 是 一 个 正 态 随 机 向 量 e, ХЫ "АТ! 的 分 布 是 千 么 
Ше? 回想 在 一 元 统计 中 ,如 # 道 从 正 态 分 布 ,” 遵从 她 分布, 两 者 
独立 ; MM c = 遵从 上 分布 (ce 为 正 风 化 常数 ), 其 平方 遵从 王 分 布 。 
Елба “Аи 可 以 看 成 是 一 元 统计 中 上 述 统 计量 的 推广 ， 
ШЕЕ ЕН 王 统 计量 ,这 个 统计 量 在 多 元 分 析 中 酝 有 量变 的 地 
і. 

定理 33 А-а, ҒО, w — А, Си cV), ЖЕ 
Ж.А Аи на, 4 g 
T (m, пу p) = яи cAy a, (3.4) 


И n — m + 1 Tma n, м) ~ Flm, a — m + 1› 2), (3.5) 


ЗЕЕ КАЖ А — (с у" н. Ши-а ПЖ ТК, n), 这 
ЕН ШЫН Е 5} F(m, n — m + 1). 
ТЕН HJ 


F —1 ` 
Тө, m p) = n [ETE] расей а тут» 
наї и 


пт +1 ии, и) 一 пт + l Ту» (3.6) 
ma тз і 


т 
шан Те. BEM 3.1 (8), 过 的 条 件 分 布 为 и» HF 
1 
ШАВЫ 2%» БЕ ИТ 的 无 条 件 分 布 ， 且 可 知 1/ 工 
与 и ЖА, 从 而 记 与 了 3 НУУ, 991291 1.4, 得 т, ~ ХА, 
А = (cV) le. НЕХ 1.2, (3.6) 式 的 统计 景 遵从 Fm, n, LA 
在 多 元 分 析 中 经常 要 用 тай, АЕННАН (3.5) 式 
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化 为 了 统计 量 , 为 了 使 用 方便 ,本 书 来 附 录 有 Tm，#) 的 表 . 

了 统计 量 是 :统计 量 的 推广 , 在 一 元 统计 中 由 两 个 方差 之 比 
构成 的 F 绕 计量 能 否 推 广 济 多 元 昵 ? 由 于 方差 推广 草 多 元 变 为 协 
差 阵 ,如 何 用 一 个 重 来 代表 一 个 矩 跨 呢 ? 这 就 产生 许多 办 法 ,有 的 
用 行列 式 , 有 的 用 迹 , 还 有 用 别 的 方法 《 详 见 $ 5)， 目 前 使 用 最 多 
的 是 用 行列 式 , 协 差 阵 的 行 询 式 称 为 广义 方差 ,两 个 广 六 方差 之 比 
的 统计 量 称 为 CWilks) 4 统计 量 ,关于 它 有 如 下 的 定理 . 

定理 34 Vk ye~ А,00. Б), V > D, а larin = 
ñi + nz; ni > m, {уо} 相互 独立 ,那么 


а= У ушуш) ~ аба» У), 
іші 


£; = > Ушуну ~ W alms УӘ» 


Ж 
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А(т, Пі» na) ja + A] (3.7) 


жет ЛАУА. ñ 分 布 的 随机 变量 的 乘积 ， 分 别 具 有 自由 度 


(= — m + 1 za) (z — m + 2 =) (2 7: 
|. 
2 2 2 2 2 2 


(3.8) 
ТЕЛЕН Е РАГЫН А-Г oA ОЕ М. 
定义 3.1 一 个 随机 变量 x 的 分 布 密度 函数 为 


Р 
和 es pl, М0 
Gx: œ, р) 一 го» в > 0, р> 0, 


0, шз < Ü; 


. (3.9) 
Луне. Г Е е ~ Gla, р). 

EIZ igr ~ С(о, pihy ~ Glas ҺО» ШУ, ЈН 
机 变量 — z/(x Бу) ОШ Р 925. ЗЕЕ g~ BYb nh 
它 的 分 布 密度 为 
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Рр p) эзүү уум, оли. (3.10) 


TCPDF (р) 
在 其 余 处 为 由 
现在 回 到 定理 3.4 的 证 明 , 将 wa 分 成 两 部 分 
гурт 1 Ра Fe 
ж» = (Р) z= l;ta m T n; V (м ҒҒ 


由 第 二 竟 53, HAE уа) 时 ym 的 条 件 分 布 汐 МІСЕ жап» 1/2"), 
其 中 ртт 0 РВ Ors т) 元 ， В = Тань. 利用 定理 1,9, U2 
ЕЕ 


т, 
min У Сунь - yun): 
=1 


min >, (у = суо)? 
я г 


《将 Суы» Yama "э Узанон) 看 成 Уз (vins б» Уба +) 看 成 х, 
Ма = т, ri = m — 1, n == ní tnor = m — 1), ES уау) 
ЖО НЕЕ. Н.Б {усу 独立 ， 由 最 小 二 乘 常 用 的 手 
法 (利用 定理 3.2 PJI E, ыг — m — 1) 


тіп У Gia ауа) = PU — YYYY YY, 


іші 
= ҮЗУ, — (УЗУ) (УТУ КУ, 
= AP — Аратар 
= 141]. 1411-1» 


А0 АЧ» 
A = С ИТ) 


ЈАЛ, ER 41 的 前 7 阶 主子 式 的 行列 式 (1 < r = m), KA 
14115 JA, + Alm 
ы-і Mr 


[411-1 А, + А, | 
Ж |4 + Al 也 有 类 似 的 合意 .因此 
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14.1 МЕНЕ аза.) 
А-а) Alaa Ait dila 


ЕЕЕ Ai 十 4-1,2. 
х| ша |... 
l|. А + 41 мыс с? 
(3.11) 


AAR АЖ БЕ в, 类 伺 地 后 面 的 括 弧 记 成 Валь 77» із 
用 证 Ва 一 样 的 方法 可 以 证 能 Pamti A DAEM E Э, АН 
Je [ma т 2 п... [mm от 

aeng (7—2, m), (2, 2) а-ну 

第 九 意 $5 将 用 计算 矩 的 办 法 ,给 这 个 定理 另 一 个 证 明 . 

Жі ?统计 量 与 4 统计 量 有 如 下 的 关系 (4 > m Bl) 

ALm, пу 1) =a — , 

1 十 三 Тіст,п) 


2 = 1 — Аж, 1) 
Т{т, n) = n ТАРИ (3.12) 


证 阴 EHE n = n, n, = 1, FEA = ача) о-н)» Е 
第 一 章 分 块 和 矩阵 的 知识 , 当 A, JER ERT 
|: а: = А + уау] 
= |A lC + усо). 
[ [п г> m, НИЯСЫ 4.4, DEEH 1i ЕРУ, БМА 
概率 为 1 地 成 立 ， 在 定理 3.3 中 取 с 一 1, # 一 ушы) 


— r Е 
Тт, n) = пугу уаде 


# Таа миа + тк, а), 从 而 


lAl 0 1 
|4, + 4] i+ ТК, в) 
+ 


A (m, n. D= 


ENEI АЕ Mu АНУ H 


gr ть Tl LAm a 1) ~ F(m, n — m + 1). 
ға A (m, п, 1) : 
(3.13) 
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鉴于 4 统计 量 和 的 重要 人 姓 ， 关 于 它 的 近似 分 布 和 精确 分 布 不 断 有 人 
在 研究 , 当 m fl m 之 一 比较 小 时 ， 4 分布 可 化 为 下 分 布 ， #319] 
举 了 常见 的 情况 . 


931 Лт, m,n) 与 РИ (m=, > т) 


т п 
Е = 1 
ожа z 
1 EE 2 а таты. 
2 ш ж I Ул ml 22, 26, — 1) 


当 m, n, ЖИ ТА 3.1 情况 时 ，Bartlett 指出 可 用 2225 ЖТ 
Л, 记 
y = 一 (һ + m — ит Ја А (m, тут), (3.14) 
ДИР RT Xha Rao АУЗ Н Р ЭЖА. ДИ 


_. 1; — 
R=l— 1” л #—2А, (3.15) 
жин; 


АЯ FOmn z£ 一 25), 其 中 


б=т + 01, (3.16) 
p- POER яз? —A аа mu — 2 (3.17) 
т? + пі 5 4 | 


8—2) 不 一 定 为 整数 。 用 与 它 最 近 的 整数 来 作为 了 的 号 由 度 . 

丰 的 精确 分 布 已 组 Schatzoff (1966) 获得 ,后 来 又 有 人 在 他 的 
дн КЕТЕ АЛЫ Ия. ӨУЕЛІ 
法 主要 利用 下 述 几 条 性 质 : 
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1. m < m, E À (m, nu m) = Абл, m, m + m — т). 

СЯ ВН 92 — ЕЗІ Е п, > т.) 
2.08 ль xa 相互 独立 ， s= B (L G — i + 1, n) 

i=l, сот П z Аб», no к) (ЕРШЕ 344). 

3. у"), 相互 独立 ,yy ~ BCm + 1— ism) i le 
М TI ye~ AG, т, m). 

4% sl maa АЕ ЖЗИ, s; ~ В(т-51--2/, "> {= 
ПЕГЕ B|} (в %1-»). 2), M za П z~ 


A(2r + 1, ті, в). 
HARER. ЛЕ E В НЕН „ЛЕ ЖЫ er 
Fi RJ ЯЗ ВА НЧ зі. ЭПА (3, а, т”) 的 分 布 密度 为 
1 


\ |-- 1 в. 
[2 В (пу — 1„п„)Ё (= (т--2). > ».)| a rati 


та-і — 1> 1 n, 一 l ‚ 
х > - =. ЕР 2 (— log х)х zinte) 
а= 1 


“ 


гі z (— 1) m, — 1 л, —1 
+2 с! ( 2 ) 2 
> 215271 і 

БЕ 2ш--1 ж 


1 1 
x (хаб 一 жа taD 0 = £ = 1. 


在 第 九 章 将 用 其 它 方 法 来 导出 有 态 的 分 布 . 
54. 均值 的 检验 


.在 一 元 统计 中 ,经 常 杰 检验 总 体 的 均值 ,例如 当 总 体 是 正 态 分 
їн МО н» сг) 时 要 检验 (参看 [17 了 ) 
| Hi: м = дь (4.1) 


.14%» 


当 о? АДЫ НІЛ 
xz 一生 一 如 wm (4.22 
о 


Жїн x Жох» `` ;xs 的 均 秆 ， ИЯ и — NCO, 1). ще 未知 
时 :用 统计 最 


И, (4.3) 
$ 


其 中 * ЕЖ. 这 时 r 遵从 自由 度 为 + 一 1 的 : 分布。 有 
时 要 检验 的 是 两 个 等 方差 的 正 态 总 体 的 均 导 是否 相 等 , 即 检 验 


H: у= иһ (4.4) 
这 时 用 绕 计量 . 
1 ЕЕ __ Гав, 
3 十 #1 
И Къ - 04+ -р 7” 
(4.5) 


其 中 Жу, ат, m 和 En so а 分 别 表示 两 总 体 的 样本 均 信 ，, ЖЖ 
样本 量 ， 这 了 时， ЕН" в + п, — 2 ЛЕНА + Ж. 
РЕЛЕ АЖ, КЕНЕ ЕЕЕ RER, НЕ АЕ 
НЕРВНАЯ: ЕЕ? ПЕН ОНИ. 
设 Ур taym ЕА ТЕН Мыб и, V) 的 样本 、 W 
在 , 我们 要 检验 а = ш. 和 一 元 统计 有 时 一 样 ; 分 成 两 种 情况 来 讨 
论 . 
(а) РЕЯ. 
统计 量 (4.2) 可 以 改写 成 
s: =“ nF — но) (обу Қа — т), 
当 假 设 成 立时 ШЫ ОХ 分 布 ， 在 多 元 的 情 部 可 以 类 似 地 构造 统 
ж | 
Ti — n(y — во У (у — ш)» (4.6) 
H y om М, (о, 4. y), 由 定理 1.4 
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пб — sy (Ту) O — m) ~ ж 


тет 了 就 等 于 22, 

(b) РЖ. 

这 时 了 的 无 偏 估计 Ро >) (yw 一 她 
(ya — y, ZE (4.65 rh P re 

T? = п(у — ne) P — ро) 
-аба- 1) (9 — B) S Ку — а)» (4.7) 
由 定理 2.7 和 定理 3.3, 当 Но 成 立时 T ~ TOn, в-1) ЖАРЫ 
来 作 检验 . 

(4.7) 定义 的 7? 统 计量 ;还 可 从 其 它 的 角度 推导 出 来 ;下 面 列 
Be JL, 

(1) КОЖНЕ, 

这 是 导出 纺 计 重 的 最 常用 的 方法 ， 如 用 LO, Ө) ҒАН 
联合 分 布 的 密度 函数 , УНИ. Ө ЕЖЕ, 它 的 变化 范围 
是 四， 如果 零 假 设 限定 参数 变化 的 范围 是 w， 这 时 似 然 比 统计 最 
29 


- 


max L(y. 8) 
пих Гу, 0) ` 
ТАНЫ АКЕ ЕЕ МИ КРАЎ 


ТАУ» эм, Ру 
= (22) у w 


(4.8) 


X exp І- > =“! 2; Сус 一 в) Сусе 一 „У, (4.95 


ИЖЕ 


max Llyn 4) (өз! Ер» Р) 


4 一 (4.10) 


max L ... : и)” 
меН Суд» Уса)» Es D 
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由 上 童 定理 4.1 系 1 


max L(yais уон» V) == (2) "| 5 | преп a mnn, 
м. >й 


(4.11) 


BAREA 43, 248 


max LC yta es pn? нә V) = жуз” Ін | "дет am, 


(4.12) 
其 中 | 
в — > Ош во) Оо = ва)". | (4430 
E WL (E Dl ЕЖЕ 5 中 使 14 1 达到 极 小 的 方法 ) | 
B =S +a 00-ы | (4.14) 
ҚАЗ (+10) 式 得 
А = 15 "т 
IS + лбу — ро) СУ — na) |" 
— ат» — a) SAG — o) JA, (4.15) 
因为 一 -是 = 的 严格 单调 下 降 的 函数 ,者 1 nG 一 жуз" 


(У— po) 的 严格 单调 的 函数 ;否定 域 1 =< 加 可 化 为 AT — во) 575 
(у 一 м) = Со 或 为 
Т? == n(n — 1) Су во) S Ку — во) > To, 
这 就 是 (4.7) ВАТЕ, 
Сн) 平方 和 分 解法 . 
运用 上 章 $ 5 的 手法 ,可 得 
(Y — le Y (У — 16) = 5 + „(у — DG — н). (4.16) 
“ан” “HAET “=” 
АЗУР ТНЕУ, НЕКЕ EE 
ПЕ а Е АЛЕНА F ғын 
“тувра 
крс ДЕ: з 
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HEREKE, ПЕН ЫМ ЕЖЕЛ, Ж (4.16) 两 
边 取 行列 式 , 运 用 上 章 $5 ЫЫ 
КҮ-І”ХҮ-і;д2іІ [Sj t я(у — ву5-Ку — а, 

(4.17) 


这 对 将 |S1 看 成 “组 内 差 ”， 
15|" 一 YSG — п) ER ANE”, 
两 式 之 比 为 x(3 一 as AG 一 4)， 加 上 适当 的 常数 便 得 到 7? 统 
计量 . 
上 池 我 们 讲 到 77 也 可 化 为 分 布 ,这 个 检验 可 化 为 


PT m) G — nays "(S жш, 
(4.18) 


IER F ~ Е(туп- т). ` 

在 叙述 第 三 种 推导 T? 统 计量 的 方法 之 前 ,我 们 先 讨 论 检 验 两 
个 母体 的 均值 , 即 检验 aY 一 мт. | 

设 从 母体 МС, У) 和 NoE Р) ЗІН T РЕЖ 
э» тб бә уб) ЖП у тр Уб» тет + 要 检 
验 в = но, (4.5) 5, Нид: АГАЕ ВТАА Ж 


Т? = (п + nx 2) —” _ бұ» 一 FOY E-F 一 5), 
m t п 


(4.19) 
其 中 
E= 5 508-52) G — yy, (420) 


2 ы 


Ы 

m 1 N 一 1 

=> > r= 1, 2, =>: 2,9. 
теі 


我 们 用 平方 和 分 解 欧 方法 来 导出 这 个 统计 量 ， 二 个 级 体 混合 在 一 
起 的 总 离 差 隆 所 可 以 进行 分 解 ， 
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и 一 > > GR — POR — yy 
= > > OR — y) 08 еу 


+ > > G — y) G — 9) 


十 (е — y) GP — yy 
+ ву — y) (y — y, 


因为 
mp + my? 
y= mtm * 
所 以 
ye ROPI a oa POO) 
ши У ша ° 
代入 上 式 得 
w= > У, OR — yt) (yU? — yy 
azi #1 
+ A GP — FD — уу, 
ін 
В == 11 (ұз-.узу(уә уу, (421) 
zi 十 n; 
得 
W — E + B, (4.22) 


ЕН: “ар”, BNF ЧН”, WAEREA H 
ПРО А 
|W] = [Е] (1--- + —— = - G 一 TDy7E-K 一 уз), 


(4.23) 
(Ë mo m > т, ЕЗ ДЕЕ) 1 ЕТЕУ] E |/ | В| 反映 “组 间 差 ”/ 
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2%. =. aa (mnam ож. o Е НЦ 


“组 内 差 ”, 乘 以 适当 的 常数 就 得 到 (4.19) 的 统计 量 , 当 jp? = и 
的 假定 成 立时 ,， РЛ, T~ Tm, тс-і-т- 2), ига) FARE 
iit E 
— tmm nn (y — FDY EMGO — у, 
F (ы ши i (yt уу ENG” 1) 
(4.24) 


ЕНУ Е>”Ебт,т--а,-т- 1), 

现在 我 们 痰 续 介 绍 推 导 ТЕК. 

(ш) 广 世 距离 ”距离 是 最 直观 的 一 个 概念 ， 多 元 分 析 中 许多 
ЗАГ ВЕ АО АЕ Е, НААУ ИУ за Буа 
诺 比 斯 CMahalanobis2 在 1936 年 引进 的 , ЖУЛА E Мр 
ES. 

定义 41 Жу, y МЕХ и, РКЕНОУУМЯНЕСНЕНЕ 
НУ ЕЁ Ж „ЕЕ, ЇП ЛНЫН Ж 29 


D, y) = (x — yz — у), (4.25) 
ENN z ВЕС х ВБИ = AER, Е 
D r, G) = (x pg) V Yx — н), (4.26) 


БН ЕНА РАТЕ: № х, у, z H Мы, V) ВОН. 
则 
(а) D(y, С) 2 0, Ю(у, G) = 0 €= y = us 
D(x, у) 220, Р(х,у) = 0<=> x = у; 
(b) Р(х, y) = БС, ғ); 
(с) йла: 
Р(х, z) =< Dlr, y) + Бу, а). 
证 明 РН» (а), C) EHR, RIE (с). < 
и У (х — z) = 1(х—у)+ ity ж) Z z - и, 
则 由 明 考 天 斯 基 不 等 式 ,得 
Р(х» z) = Ман EV + V un 
= D(z, y) + Р(у, =) Ж 
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ЖЕЛЕ D ИННА 4V 一 了 时 ,就 化 为 通常 的 欧 氏 
距离 ， 如 母体 是 正太 分布 ,由 第 二 章 王 态 分 布 的 位 质 可 知 ,在 分 布 
窗 度 的 等 高 面 上 的 任 一 点 与 母体 的 距离 都 是 一 样 的 。 除 此 以 外 马 
氏 距 离 还 有 一 些 好 的 性 质 , 如 对 线性 变换 它 具 有 不 变性 ,关于 不 变 
性 下 节 将 进行 详细 讨论 ， 这 里 可 从 马 氏 距离 的 角度 来 看 它 的 天 变 
ВЕ, НОЖ 1? 统 订 量 是 很 训 观 的 ,要 检验 — ж» 那么 
y 与 um 的 眶 离 不 应 很 大 , 因 了 ~ No (es 1р) 


Рӯ С) = (5 — my (+ у) (y 一 ро) 


= (У — ж) VTG — ва) = ТЕС (4.6) 25). 
(4.27) 


当 了 未 知 时 推导 是 类 似 的 。 由 于 D: HERE ЕЕЕ. WAT 
对 线性 变换 群 也 不 变 . 

值得 注意 的 是 距离 可 以 有 各 种 不 同 的 定义 法 ， 例 如 下 面 是 党 
见 的 一 种 ， 设 两 母体 Go G, 的 分 布 密度 为 p(x) 和 р, 定义 两 
TANKERA 


DXG G) =| LPG — Мы рае. (428) 


TAREKS ENERALA H p) рж) 35 E 
态 分 布 时 也 可 以 导出 了? 统计 最 ,读者 可 参考 [18]. 又 如 还 可 以 用 
ОКЕ А 


2 一 一 og 269) 
р (Gis с.) М pitx) 1 g р(х) dx. (4.29) 
У p (xz), Р.С) АНЕ ИКЕ PE BJ Е ОНЫ» a MER EE ES 5 3 
氏 上 距离 是 等 价 的 . 


6131 为 了 检验 某 化 验 员 的 化 学 分 折 是 否 有 系统 的 误差 , 今 
取 了 四 个 等 级 的 铁 矿 石 标 样 , po == (22.75, 32,75, 51.50, 61.50), 
让 亿 进 行 分 析 , 每 次 从 低 到 高 ,重复 化 验 了 21 次 , 效 据 如 下 : 
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На 22.Я8(22.74|22.61|22.93|22.74122.55122.67|02 7422.6222.6722. 82 


Мо 32. 8132. 56/32. 7432.9532.7432. 53132. 5832. 67/32. 37132. 67132. 80 
Роз 31.5151.4951,51]51.:751.45]51.3651.44|51.4431.2351.64:5:.32 
Ноя 61.2161.38161.2:|67.5161.56/61.22/61.30(61.30/61.3961.20/50.97 
I U... No. = 
mie М 12 13 14 15 16 17 18 21 
Ж 22.6722.8122.67122.81123 0223.02}: ‚5В]23.16]23,13 
Бәз 32.6732.6732.6033.02133.0532.95 .06122.78|52.95 


Поз 51.2151. 43|51.30]51.7051.4851.55 „5451. 4951.58 
496 .1901.6251. 6561 5431.1111. 58 


这 是 一 个 检验 = но Мін. 经 计算 


22.82 0.07 
_ Í 3279 _ 0.04 
Y=] sas P 77AT] 055] 
61,38 — 0.12 
0.702 
0.541 0.712 


0.184 0.228 0.392 
0.253 0,258 0,346 D80671 
由 于 5 是 对 称 阵 , 只 写 出 下 三 角 部 份 . 为 了 计算 
(y — na) $ Ку — во)» 
Ф я = 5—05 一 m) М5, — (y 一 mo)， 于 是 得 到 如 下 的 方程 组 : 
0.702г1 + 0.5412: 十 0.184z, + 0.2534. = 0.07, 
0.5415 + 0,7122: + 0.2282; + 0.2585. = 0.04, 


0.184: + 0.2282, + 0.393:3 + 0,3462, 一 --0.05, 
0.2532: + 0.2582; + 0.34623 Í + 0.80624 = — 0.12. 
ЖЫН #1 — 0.174, z; = 9.0069, п; = — 0.051. s4 = —0.184. 


由 于 
(у — n) S (y — ро) — (y — pos = 0.0371, 
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<А. (47) 式 ,得 
7 一 21X20X00371 = 15.576, 
> а 3% 0.05 Ri 0.01 F, # TH, Тіс(4,20) == 13.952, Т& (4, 
20) = 21.972, El Е EREKE а = 0.05 БОСЫН ЖЕЛЕ. 
如 果 用 了 统计 量 ; 由 《4.18) A 
21х17 
4 


F = 0.0371 = 3.31, 


而 Ғав(4,17) = 2.96, Е 4,17) = 4.67, 也 是 在 0.05 的 显著 性 
水 平 下 断定 该 化 验 员 有 系 绕 误 差 ， 

时 例 对 每 个 标 样 如 分 别 用 一 元 的 检验 , 则 算得 

и = 1.71, № = 0.97, r= 1.64, = 2.74. 

它们 遵从 20 个 自由 度 的 + 分布 ; 当 а = 0.05 НЕ, z АНХ 
2.09， 履 化验 员 的 系统 误 尧 主要 来 于 第 四 个 标 样 . 如 果 仅 对 前 三 
个 标 样 用 检验; 算得 T 63, 不 显著 ， 说 明 该 化 验 员 的 系统 
误差 确实 来 于 第 四 个 标 样 . 

这 个 例子 告诉 我 们 多 元 的 检验 与 一 元 的 检验 在 使 用 时 是 相 辅 
相 成 的 ,多 元 的 检验 具有 概括 和 全 面 考察 的 特点 ,而 一 元 的 被 验 容 
易 发 现 各 指 球 之 间 的 关系 和 差异 ， 两 者 结合 起 来 所 得 的 结论 会 更 
加 可 靠 。 


55. 六 统计 量 的 优良 性 


假设 检验 的 优良 性 一 直 是 统计 推断 移 重 要 的 理论 课题 ， 一 种 
检验 方法 如 果 不 具有 任何 优良 性 ， 这 种 检验 方法 就 无 法 在 理论 上 
占有 地 位 或 在 实际 中 被 广泛 使 用 ， 在 茶 种 意义 上 说 , 数理 统计 的 
理论 就 是 研究 讨论 估计 方法 和 检验 方法 优良 性 的 理论 . 

关于 T 这 个 统计 最 ,和 一 元 统计 中 的 * 一样 , 它 具 有 各 种 各 
样 的 优良 性 。 在 多 元 分 析 的 理论 中 ,不 变 注 具有 很 重要 的 地 位 , 因 
此 ;我 们 在 这 一 书 中 着 重 介绍 不 变性 的 一 坚 基本 概念 和 ГНАУ 
一 些 结 景 , 更 详细 的 讨论 可 以 参看 54]。 
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在 一 个 实际 问题 中 ， 统 计 工作 者 手 上 掌握 的 实测 资料 往往 是 
ТАНЕ” 的 量 , 使 用 的 单位 不 同 ,所 得 的 资料 也 就 会 发 生 改 
Ж. ”例如 测量 一 个 物体 的 长 度 ， 使 用 的 是 市 尺 , WI Y z 次 得 到 
ДУС хз s. z, (РО. 如 果 使 用 的 是 公 尺 。 得 到 的 数据 起 
Jott Ye СЖ). 很 明显 , у, 与 x; 是 同一 次 测量 的 结果 ,只 是 用 不 
同 的 单位 来 度量 ,它们 之 间 上 只 盖 一 个 比例 常数 , 即 有 有 


1 , 
уа = с ЯР i= l], Zyrtar, 


如 果 一 个 人 手头 上 的 数据 是 аз, ttt’ ro BAAT ЕК 
ЗЕ» ttt yas 他 们 两 人 使 用 同一 个 统计 量 去 佐 计 物体 的 长 度 : 那 
么 应 该 获得 完全 相同 的 结论 。 比如 说 用 平均 依 来 估计 ,那么 分 别 
获得 的 估计 值 是 x 与 3, 它们 数值 并 不 相等 ;但 经 过 单位 换算 后 基 
一 样 的 ,因为 


然而 ,如 果 我 们 不 使 用 平均 值 来 估计 ,而 是 使 用 测量 信 的 最 大 信 的 
自然 对 数 来 估计 ,那么 分 别 获得 的 估计 值 是 
ја (тах ж») ШС шах уг)» 
但 经 过 单位 换算 后 ,这 两 者 是 不 一 样 的 ,因为 
Ін max у) = In ( max я) же 1а( тах, ж) — 13. 


ішің 
В, ИЕТ ЕЛЕ Г НЕВА ТЕ РЕК ЕН E, БОН 
使 用 的 单位 不 同 mM ЕЗ АНАНЫ АА ТА АЯҒЫ. ш 
实 上 ,确实 也 没有 人 使 用 Iaf max „х0 КРИ ВЕНУ, RRAZ— 
它 不 具有 与 单位 选取 无 关 的 性 将 这 一 种 性 抽 用 抽象 的 数 
学 语 ERI, 就 得 到 不 变性 的 概念 。 实 际 上 ,数据 y; 可 以 认为 是 
数据 =; 经 过 变换 y; = Ежи, 当 数 据 作 这 样 的 变换 时 ,相应 


的 物体 长 度 的 实 值 85 尺 ) 也 应 变 为 Ө ОК). 也 即 在 样本 空间 
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的 随机 变量 作 一 变换 时 ,相应 的 参数 空间 世 产 生 了 一 种 变换 ,一 个 
“好 的 " 绕 计 量 就 应 该 使 这 两 者 引起 的 变换 结果 是 一 致 的 下 面 我 
们 就 来 给 出 数学 的 定 文 , 

RTE (Ro B.) E» 维 欧 氏 空间 及 相应 的 Borel 集合 系 ， 
它们 构成 了 通常 的 样本 空间 ，Pe 是 (R,, B.) 上 的 概率 测度 ,其 
中 参数 6 TE д ИБ аз 尺 的 一 个 子 集 吕 内 变化 ,如 就 称 为 参数 
25. ЖІКСЕ,, Ba) > Ra Ba) 上 的 1-1 的 双方 可 测 的 变换 
所 组 成 的 一 个 变换 群 G， 于 是 对 每 一 个 xe Rp z€ G, gz 仍 属于 
Re 因此 , 当 * 是 随机 向 量 时 ，gzx 仍然 是 随机 向 量 。 由 于 随机 向 
E * 的 分 布 是 依赖 于 参数 9 的 ,用 ,Cy; Ө) 来 表示 时 ,就 有 


Р.СхЄ В) = |, Е„К(4у, 0), 4—1) ВЕ %,, 


ЕЗ gz ЕА Е, А0350 ЕЛИ Fel 6) 来 表示 , 则 有 两 
HERA: 


Palax € B) = Pale € ав) = | Е, (ау; 0), 


- 


Pa(ere В) = | F,.Gay; 6), 
RIRA RE 
| f, F, (у; 0) = ЕЗ 
如 果 对 每 一 个 ge G， 在 参数 空间 2 上 对 应 地 有 一 个 1-1 E g 
(а 的 全 体 构 成 上 上 的 一 个 变 次 群 , 记 为 0), 使 得 
| 0979) = |, Falay: 80), 
ВАГА (ТЕЗЕ БЫН те, TERE 
| F (dy; Ө) = |, Fldy; 20), 


也 即 对 随机 变量 * (рде. 相当 于 在 参数 空间 8 ЕЕ. 
现在 采 看 一 个 统计 量 (z) ,如 果 我 们 是 用 x) 估计 参数 8 的 ， 
В. Қу) 的 值 域 在 昌之 内 ， 于 是 Ç) 可 以 经 受 两 种 变换 ;一 是 样 
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Е.(4у; 9). 


本 空间 的 变换 
(х) — (ех); 
另 一 个 是 参数 空间 的 变换 
tle) — РС). 
定义 5.1 如 果 统 计量 бом анан G 具有 下 述 性 质 ， 
对 每 一 z € G 及 相应 的 8& С, RUSA: 
ех) = Виж), 
则 称 统计 量 С) СЯ G ЖЖ. | 
ЧИ A ЖЛЕ ЖААЖ Ми, 1) 的 一 个 样 二 лылы Эх 此 时 
х = (00, В, 9= {ив Е-Е, 8 б-іг.|с>>0). 
кеу Ras 59,0 RAIA F МЕ. 


gr = ск а, | 
ха єк} 


显然 G E Е. СН 6-і(гіс>0Һһ Жин z, № CRI, 
281) 上 的 如 下 变换 : 
Belt == сиз 
显然 克也 是 群 ， 要 注意 的 是 G 和 巨 是 分 别 作用 于 R, 及 OCR) 
上 的 群 , 形式 上 似乎 是 -- 样 的 , 实际 上 是 不 一 样 的 。 现在 来 考察 
nG) = z = >) z аб) = In( max ә) 对 G 和 6 的 不 变 
Я іші r< 

Е. © 


tilg) == (сх) = cx, 
Eh (z) == р(х) = с, 
因此 ,对 每 一 个 < >0, Ж aler) = рб), (к) СУС E: 


blg) = ы(сх) == ШС max сау) = ln( шах x) + Іше, 
ieran ішіде 


Zehr) = p. (In шах ж) = cln( max ку)» 
1 еп Igis 


БИШ» (аа) = Вой (z), tz(w) 并 不 具有 不 变性 . 
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下 面 我 们 进一步 说 明 什 么 是 假设 检验 问题 的 不 变性 ， 什 么 是 
不 变 的 检验 方法 .对 参数 向 题 的 侵 设 检验 , 总 可 以 提成 如 下 的 形 
Ж. ОВ 6 的 变化 范围 , 它 就 是 参数 空间 ,要 检验 的 假设 
Но 往往 是 断定 参数 9 Рот 0, БЇ 6; 0 € 0, 

定义 52 БІ Ho: Ө € Q, 称 为 对 群 G 是 不 变 的 ,如 
ЖН 


PO, = 0, #0040) = 050, 

91—87 26 GRR. 

хи ЕЛЫ Но, Яу ны0 е оо 都 相应 于 С 
р REE, ERILE ЕНУ ЯН, wi Нь: а = 0, ME 
ЖЖ G ЖАН, ШЕ Q, = {0}, 959 = інір = 01. 很 明显 ,对 每 
— ео, E00 一 {C0)} = {0} = ©, LONO) = {жи >= 
0} 一 О\О,, AiE Ho XR G ИЖ. 

一 种 检验 方法 实质 上 相应 于 一 个 集合 的 特性 函数 . 要 检验 
了 :6 0, ERRU. РАНА „Хх, 后 ;就 要 下 判断 FH, 


成 立 或 者 不 成 立 , 一 种 检验 方法 就 是 指定 了 样本 空间 中 的 一 个 集 
Ф D, W> € Ри [т На КАЛЕ, xED 时 , 就 判断 Ho 成立, D 
就 称 为 这 种 检验 法 就 相应 的 否定 域 ， 如 困 用 (е) 表示 也 相应 的 
集合 特性 函数 ,也 即 


ЕР, 


1 
oo = {0 «ЕР 


HÚ Estola) = (Рак) = рр). щ Be O, 时 , 它 表示 拒绝 H, 
ERER, EDS — женио: ще ë D, 时 ， 它 也 表示 拒绝 Ho 
的 概率 ,也 是 检验 (x) А 035 МНЕ. 


3 5.3 一 种 检验 法 《对 нышаны tole) 如 果 对 G 是 
ЖЕН» ВП 


tpCgx) = #;(x), --МІге G, 
MER 2, СУЛАРЫ ЛЕ ИКЯЕ yy, 
НА, ХЕЛЕНА Hob E 0, Н,:06 050, ИНН С 
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及 蕊 使 得 这 个 问题 对 G 是 不 变 的 ,我 们 自然 要 所 考 虚 的 检验 方法 
也 应 是 对 G 不 变 的 ,要 寻求 在 全 体 不 变 检 驻 中 的 最 优 者 ,这 就 是 最 
优 不 变 检验 所 务 叫 的 问题 ， 现 在 我 们 来 讨论 T ЫДЫ EE. 

уо»зэуәЛЕЖЕ Neles V) 的 一 个 样本 , 记 УС, е» 
yt), TE Y EE (R... Bon) 空间 内 变化 的 ,样本 空间 是 (ЕЁ, 
Bam) ВЕДЫ Ran Е ВУЗА 

G = 48,114] №0}, 
其 中 БАСУ) = (Ayas Lp 一 
ЯН”. GE R, I 上 的 一 个 变换 群 。 此 时 参数 空间 日 二 (Си. V) 
іне Ra У > ORARE z, 在 参数 空间 要 应 的 变换 是 a: 
Баби» Г) = (Au, АРАУ, 

因此 ,全 部 的 也, НВ G = (8,1141 s= 0). 

ЖК a t kayn] Ну: g = 0, НА. а °= 0, 很 明显 ,这 个 问题 
对 СЕН, MERER 到 对 如 是 不 变 的 。 念 

у- 1. УТ, S= > Суч - у) (ca, - y), 


@=1 


T? = пп — PSF. 
нғ5-ғ(,- Тару, 于 是 记 


T? = TXY) = n(n = 1) (+ үл) 
(еб. нау) 
一 ата 1Y (v(a. — + 11) У) УЛ, 


而 
2 п — 1 , , , 1 ғ АЕ , 
Tga Y) = T YA (АҮ (n — 1) у АҮ' 1 
= т 


=" Ly (ғ (1. _ п) у)" ү?і 


= TY), 
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КІН Сат, ТН КЕРЕГИ ХЕ ЖАНЫК pk А Е ЗРНО, 
Б T 相应 的 答 验 是 一 个 不 变 检 验 . 

考察 全 体 对 G，5 不 变 的 水 平 为 4 的 检验 ， 如 果 能 找到 一 个 
Жаа ER Spy EF: п >= 0 成 立时 ,对 (и, V) 的 每 一 对 
А8, БАНЫ АШ» 也 见 它 犯 第 二 类 镶 误 的 概率 在 每 一 起 Си. V) 
(内 要 z < 0) Ел, 这样 的 不 变 和 检验 就 称 为 一 至 胎 强 的 
ЖЕН. 可 以 证 明 T 就 是 一 致 最 强 的 不 变 和 检验。 ЖЭНУШЕНЯ 
可 以 参看 [4]. 

在 统计 的 理论 中 ,人 允许 性 与 极 小 化 极 大 风险 的 性 质 都 是 比较 
重要 的 优良 性 准则 ,一 种 统计 方法 如 果 是 不 允许 的 , 那 就 存在 善 另 
一 种 统计 方法 确实 比 它 好 。 检验 它 也 是 具有 这 两 种 忧 良性 的 ， 
我 们 限于 篇 申 ,不 能 过 于 详细 的 一 一 介绍 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 恨 
看 [4]。 


56. 多 母体 均值 的 检验 


设 有 k 个 母体 біз» Са» 它们 的 分 布 分 别 是 Уса, у), 
М.А(и9, V), 今 从 它们 分 别 抽 了 样本 如 下 : 
ys 905; ~ Мы, Г), 


жата ваа ааа а р 


уор А, (и, Р), 


19 э} = 1, Nas = 1,.--, А} 全 体 独 立 , 要 检验 


Нон = at ++ = ж), (6.1) 
k 
他 в == У nas У. = (УНУ "ps ат1,:::,5, (6.2) 
a=] 
1 < < 
Үз«(Ұр-ҮО» ў >, 2,0, M = EY, (63) 
i=] a=1 
59 = 21 > у, а= 1, аз (6 4) 
По i=1 


м„= (at, B... ҺА ОУ, хы» вз 1.2, “Ёз 
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ш- (Mis ` |. M.D. 
ЛКИ нна M өсіне 
61 平方 和 分 解法 ”将 总 离 差 阵 进行 平方 和 分 解 , 仿 
w=) УВ ОВ 9 у (1. – 2) у 


Рр 


"=L fs 
СТС (6.5) 
4» 
k 
Е- у. (1- 1 Dv, B= > n Gy — y) G” — yy. 
| | | (6.6) 
Д] О 
ИЕ В, (6.7) 
们 现在 希望 能 导出 Р, B, Е 的 分 布 。 
定理 61 在 本 节 假 定 下 , 当 责成 立时 
W = „(и — 1, У), Е ~ И „(8 — Ё, ту, 
B ~ Walk —1, V), (6.8) 
ВЕЖЕ. 
证 明 ”因为 


W = y' (һ-4Ау А Y'CY, 


BR C МЕШ. НУІ CM = О, rk(C)= n— 1, М 
W ~ (а — 1, V). XA 
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k 
ғ 1 
в = Уу 401-21) v, 
а= 1 а 
1—2] о 
ү 
1 
= Y” I. -n Y 
1 
о арЫ 


全 Y'C.Y; 


ЕЙ, С, ЕЕЕ, Н С.М = О, тС) = Gn — 12 + +" + 
(m — 1) = — k, WE ~ W „(ял — Ë, V). ЛАВА 


в=Ү'С;Ү, 
故 
с; C — Ci 
1 1 > r 1 , 
(5- ыл, 1,1» “. — La, Far 
1 1 , 1 , 
`= L, 1, ( m я а 1, 1., 1 А 
1 _1 
一 上 上 11， —4 1,1 402 2), 1, 
"къ т tin "К 


ДЖ kC) = А — 1, НЕН28 М C, 也 为 投影 阵 ; 且 
СС. = O, Ж B ~ Wak 1, V), B Aü E Җ АГ + 
Ж ”统计 重 


= IEL (6.9) 


ШЫ Amn — kk- ОЖ. ЕТ ДЛИНЕ 
的 维尔 克 斯 【Wilks) РЕ, АННАН. 
6.2 WRH BEHAR ER E 
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aa 


Ра, s. th), Г) 一 (2-2 т”) r | 2 


x esp{— D >, OR ae) 
2 іші іші 
х (ур — һө, (6.10) 


那么 似 然 比 统计 量 是 
шах І(н, їз" и) 
¿= — . 
max іа», зе» и, V) (641 1) 


АСЫ, дор 


за z МИ ТИҢ ЖИЙ ЛИДА, ПЫ ЖЇЗ 
max (изд, V) = (2x уе | "| "А ет", (6.12) 


=n 
max Ін, .-., к, Р) -一 (CES ma! 1 г етуінен, 
КЭ, tk). р н 


(6.13) 
TE . 
= EL 
фри? 
这 与 4 是 一 致 的 . 
6.3 人 工 一 元 法 ”这 个 方法 是 Roy 1957 年 捍 岂 来 的 ,他 是 进 
尘 将 多 元 的 问题 化 成 一 元 去 处 至， 任 取 一 严 维 问 量 a, 则 


| ПИН + 
a eee тәй %% ~ Ма 39, a Га), 


У, ~ М’, а Уа). 
检验 (6.1) 化 为 检验 
Ноа’ = -et (614) 
Hi (6.7) 式 得 
a Wa = a Ea + а Ва, (6.15) 


由 定理 2.3 及 定理 6.1， 上 式 中 三 个 量 均 苯 从 № д, HAARA 
Жл, (6.15) 式 是 一 元 的 平方 和 分 解 公式 , 故 可 用 了 统计 量 来 洽 
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к, т- 
НН 


ВА 
Е = 2 Bas KY (616) 
BF a HERRI, A 须 对 一 切 4 作 检 验 才 能 代替 原来 的 检验 ,在 实 
月 中 当然 是 行 趟 过 的 , 一 个 是 观 的 想法 是 取 使 (6.16) Жар КТ 
а 来 代 准 一 切 a、 因 党 数 СА — 2), (о — k) HAE ERIE, ER 
Жаны 


Алах = max aBa (617) 
аға а Да 
HH 285—7 $ 5, Аах Ж B 相对 于 五 ВУДС, Ер 
[В — 4E| = 0 (6.18) 


的 最 大 特征 很, ian 是 看 实用 价 午 的 统计 景 ， 
我 们 看 到 ,元 论 是 ДЫ, Аа 与 一 元 的 卫 统 计量 六 不 


ЕЗ 


ИЕН, ЛИНИИ, 
ИННА F. 
设 (2 129 (6.18) ЕДЕН, (0,3 № \ 
18—00] = |В – 08 + Ey = 0 (6.195 
PIREA, {e} А 
(E — p7 | = [E — a(E + B)] = G (6.20) 
СЫН. АЛЕН ЫНА 
L= 9; _ 1 — нычы, i=l, tam, (6.21) 
! 1 — ð; Шт-ігі 
4; 
%-тгуті- ваты» T= lattam, (6.22) 
Pean тр = 1- 8;, із-1,--,т. (623) 


上 上 这 诸 特 征 概 的 编号 假定 由 大 到 小 (或 由 小 到 大 ]) 的 次 序 ， 前 人 所 
订 论 的 有 关 统 计量 碍 下 ,它们 殉 可 表 成 上 述 特 征 根 的 函数 ,从 而 可 
Щу ҮН © Пе. . 
1. Wiks 最 大 亿 然 比 统 计量 ACWilks (1932), FELE (194035) 
167. 


Есі 


= ЛЕ 1 ofri 
[Е + B| H+ вов] H — 
= a-o = TIm | (6.24) 


ілі 


2. Wilks пне 


г ВТ y- TT СВ 
у [Е + B| H Q + Hi H 

(6.25) 
3. НоеШав (1951) 和 Lawley (1938) 的 T: mY ЕЕ 


Kullback 信息 统计 量 
у= (ВЕ) = Ула, = У) 9; 


PT гез 1 — 6, 
1 я: 

= 5 -一 一 Ti 一 和。 (6.26) 
іші Ё 


4. Но Пар (1951), Lawley (1938), Pilal (1955), Bardet 
(19399 Fe Е 


m Я. m 
pi = tr вш) = У`в,= Š -Уа-и, 
О а аи 
(6.27) 
5. Коу (1957) 2... 统计 量 | 
Аша = Ө мых = Е— Emilia I (6.28) 


1 一 Әлі Ëtmin 
б. Pilal (1960), Roy (1957) 的 Ө... AWEK Као B Hata 


统计 量 бы 一 一 pi、 (629) 


7. Anderson (1958) 的 Алы ЖОЙ 


ыз _ 1 — паж ` . (6.30) 
1--Өш» Fma 


А min = 
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8. РШа (1955) 的 М, КӨ, Ты 
— 


м = „> а — в › (6.31) 
fol 
т — : | 
К = т {> 11 ñ (6.32) 
іші і ! 
m 一 
Tn 一 mÍ У 1) 2 (6.33) 
ізі А 
9. Gnanadesikan (1965) 和 Roy (1971) ТЕЖЕ 
u= Пе, = г... 6.34 
П = Пу (6.34) 
10. Olson (1974) :统计 量 
т m" 6, до 
s= Ц 2 = П . (6.35) 
i=l іші 1 一 8; . 


11.5638 (1977) ЕН МАХАЛЕ 


p = e (WE) = Уы уз ! -Уа-ө). 


іші 1 + 4; іші 


(6.36) 
这 些 统计 最 虽然 名 且 繁 多 ,其 中 许多 是 很 相近 的 ,为 了 使 用 的 


方便 ,本 节 末 殉 出 了 А, 0... 两 种 表 . 


例 6.1 为 了 某 种 疾病 的 研究 ， 对 一 批 人 同时 训 了 四 个 指标 ， 


yi СЕВЕ), у СНЕ), уз (e ВЕН). у СВ ЕЕ 


а), 


今 对 不 同姓 别 ， 不 同 的 年 龄 分 成 三 组 测量 ， 数 据 见 表 61, I 组 是 
20—35 “ЖЕ, ПІН 20—25 安 男 性 ，I 组 是 35—50 Я, 
问 三 组 之 间 有 没有 显著 差异 ?该 项 上 且 原 来 共 测 了 六 个 指标 ,分 成 


四 组 ,此 处 为 了 节省 篇 司 删 去 二 个 指标 和 一 个 组 》. 
经 计算 结果 如 下 : 
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36.1 四 指标 数据 


PREA (з) | НАВЕС. г «Манн OD ТӨЛ Жн <.) 


1 п и І II tI ! I П ТІ 1 H HI 


1 |260 | 310 | 320 | 75 |122 | 64 | 40 | зо | 39 | 18 | 21 |17 
2 200 | 310 [260 | 721560 59 34 35 37 17 18 11 
3 240 | 190 | 350187 | 40 88 45 27 28 18 15 26 
4 100 39 34 38 17 16 12 
5 65 39 27 32 24 18 | 21 


6 205 | 210 | 380 |130 | 82 | 114 34 31 36 23 17 21 
7 |190 1250 | 240 | 62 67 | 55 27 37 42 15 18 10 
8 |200 [210 | 260 146 | 38 | 55 45 26 34 15 17 20 
9 | 230 | 280 į 260 [117 | 65 | 119 21 30 29 20 23 20 
10 | 200 | 200 | 295 [107 | 76 | 73 28 49 33 20 17 |21 


11 225 | 200 ; 240 ИЗО | 76 í 114 36 39 38 п 20 18 
12 |210 | 280 | 310 |125 | 54 í 103 26 26 32 I7 11 18 
13 170 | 150 | 330 j 64 | 60 [112 31 33 21 14 17 11 
14 | 270 | 295 | 345 | 76 |55 [127 33 30 24 ІЗ 16 20 
15 150 | 270 | 250 | 60 |123 | 62 34 24 22 15 21 16 


16 | 280 [230 | 260 | 81 |120 | 59 20 32 21 18 18 19 
17 | 310 | 240 | 22 19 |62 | 100 25 32 34 15 20 30 
18 |270 | 2801 S45 157 | 69 | 120 31 | 29 36 8 20 18 


19 | 250 | 370 | 360 | 67 |70 | 107 31 30 25 14 20 23 
20 | 260 | 280 | 250 |135 140 |117 39 37 36 29 17 16 


292.75 253.5 231.0 
уз - 90.2 ‚ ym = 72.55 ‚ ym = 89.6 , 
31.75 32.45 32.9 
18.4 17.9 : 17.1 
+ 
30530 
6298 15736.8 
$1 = 3 


--1078 --796.8 955 
198 1387.8 902 413.8 


* 170 < 


51705 
| 7021.5 12288.95 


=: : > 


1 (715053 — 807.95 264.95 


827 3211 -51 133.8 
43173.75 
9959 124412 
|. 1301,25 — 333 761.5 : 

723 457.4 一 112 4768 
125408.75 \ i 
23278.50 40466.95 

E = S, + $, + $, = И 
一 3950.75 —1937.75 2082.5 
1748.00 21663 —26.9 1024.2 


39065.83 
2307.92 4017.23 
一 3 


--724.08 --35.82 13.43 
786.00 --26.909 --147 172 


164474.58 
25586.42 4448418 

T j — 4674.83 —1973.57 2095,93 i 
\ 2534.00 2139.40 --41.60 1041.4 


А = [Ef _ 7.840 x 105 _ 0.6621, 
ІРІ 1.184 x 105 
ERM А(4,57,2), # Asa 4,57,2) == 0.709, А < Дом 高 度 
显著 , 故 三 组 的 指标 育 十 分 明显 的 差异 ， 
如 亲手 头 没有 4 分布 表 ,在 43 已 经 讲 过 ,可 用 她 分 布 或 分 
布 近 似 ; 对 此 人 悄 # = 69, m = 4,4 = 3, A = 0.6621 Л (3.14) 


中 


` 
ү = 一 (57 + 2 — 4 2 tllkgo.6621 = 22.88, 
КА 2 


ныл, Жый X2(0.01) = 20.1, 让 三 组 的 指标 有 明显 的 差异 ,与 
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BARE. ЯР УЛЕШ, НЗ 3.1 и, = 2 的 一 行 
pal — V 0.6621 57 — 4 
А/0.6621 4 
НЫ Е(8,106), ЖЖ Fon = 2.68, ІҢ, 结论 与 上 面 完全 一 
sz, 

НРА Amoa E 204927 3917, H E HN ВЕ 

对 角 线 上 的 学 素 有 
‚ = -39065.83/2 
125408.75/57 


_ _4017.23/2 
` %0466.95/57 
Б, = 13:43722. 018, 
2082.5/57 

— 1722 
1024.2/57 
ЕН h=2, f= 57, Був = 3.16, Fom 一 5.01, 只 有 第 一 
个 指标 特别 显著 ;如果 删 去 第 一 个 指标 ,对 后 三 个 指标 用 T 检验， 

ы” 


= 3,09, 


= 8.88, 


= 2.83, 


4 一 0.48, 


__ 7.289 >< 10% 
8.372 x< 10% 


它 遵从 Л(3,57.2), ЖЕ Лов = 0.807 < 0.8706, ЖЕ, 说 朋 三 
者 之 间 确 实 只 有 第 一 个 指标 育 显著 差异 . 


== 0,8706, 


57. 协 方 差 不 等 时 均值 的 检验 


以 上 讨论 的 均 信 检验 都 是 母体 间 等 协 方差 降 的 情况 。 当 协 方 
阔 阵 不 相等 时 ， 即 使 在 一 元 统计 中 也 没有 很 好 解决 ， 这 是 著名 的 
Behrens-Fisher 问题 ， 这 里 介绍 一 种 检验 的 方法 ， 这 种 方法 是 可 行 
的 ,但 并 不 是 很 理想 的 方 靶 。 

在 上 和 节 的 记 导 之 下 3 TL k= 2 的 情况 ， 这 时 分 芒 科 情况 : 

(i) m == n>" л, 


я 172 * 


D rg = ЗУ, ¿= ren, MU z < АС и, 
P 十 VU, (zas i= РЕНН танда 


п 
1 у _ 
:---20ш-99-У% 


5- >: (=a — #) (za — 2Y 


i=l 


= 5) OB — yË) — 9 + у) OBB РӘ ауу. 


| Тї = n(n — 1)#'5#„» (7.1) 
H] T: ~ Тт, п 一 1)， 它 可 以 检验 we 一 pm = 0. 如果 РӘ = 
ро, 在 $4 中 构造 的 统计 量 (4.172 有 22 一 2 НІНЕ 
失 了 ?= 一 1 个 自由 度 . 

Сй) бу З Пі» ЖЮ п < лә» % 


Т 
аә = УВ — J= yQ) + — = > 8-8, 
"а пал: i= пұйті 
i=l, 211 (7 2 
出 
Elzo) = pc 一 J= © 十 -и® 一 pa = и — и 
VAR н» 


ғар ң кір В 2220 
Е [= 一 Elzo] [24 — ЕС) F 


к 08 69) — | 08 и?) 
2 


1 
+ 一) 


ПТ k=1 


一 二 5 OGR — „< fog — p Yy -. 


02 &=1 
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1 (322,41) — іу? 
-J> ОФ — азу + => Суф — ФУ) 
- 1 55 ов ызу) 


э k=1 
fi 
-- BV Y + 一 8; з 
51 


че (2142 | + A. 


72 #2 ті у 


+ = [7+ рә)  үузу 
“% ыы fa =) ( "3 ) 
这 说 明和 {gos # == 15552, т) 互相 独立 ,有 均值 — ат ЖЗ £ 


ро + тре, 自然 可 以 用 统计 量 
. 72 


T: 一 тт -- 1)8”5-—!2 i (7.4) 
来 检验 ,此 时 T ~ Тт, пі 1), 其 中 
#= 1 Уну 50 — уб, (7.5) 
ЗА ізі 


= >> (ze 一 E) (баш 一 гу ` 


іші 


= Ув е – de(s ESH )) 


ііші 


х ЕЕ -уэ- d P. (9% - = > 87), (7.6) 
为 了 计算 的 方便 , 令 _ | 
иу == КЕ - [а Eb = 1,8-5,» (7.7) 
斯 
= >: Cu — 8) (ню 4), 


= 174» 


这 种 思想 也 可 设 污 推广 到 多 个 母体 的 情况 ,这 里 就 不 详细 介绍 了 ， 


5 8, 协 差 阵 的 检验 


多 纵 正 态 分 布 月 丙 组 参数 ,均值 < 和 协 苦 阵 也, 前 者 的 检验 已 
经 讨论 了 很 多 , 现在 着 手 解 决 协 差 阵 的 检验 . 根据 具体 要 求 分 如 
下 见 个 情况 来 讨论 . 

81 检验 WW 一 Vç БИЛ у, ya) ЖА БЖ N Ca, 1), 
要 检验 


НиТ = Р. (812 
Уо 为 已 知 的 正定 隆 ， 首 先 我 们 假定 V. = fs， 然后 再 化 到 一 般 的 
情形 。 我 们 用 极 大 似 然 比 法 , 似 然 函数 臣 
(н. V) = (ну ту | 


Х exp І- =. 5 (уә — AN V (уә 一 „>. 


(8.2) 
МЕНЕ 
max L(gps 1.) . 
А = тах (и, VY (8.3) 
运用 我 们 多 次 用 过 的 方法 ; 易 见 
шақ (и, Im) = (Baye mms, (8.4) 
тах (в у) = С)" L 5 [a lna (8.5) 
其 中 S= У! Ou) — y) (yuy — PD” 
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(аі (8.3) h, 
Д, 一 y JS jemun, (8.6) 
当 Vo 不 一 定 是 ln В, 令 шш = Ру, i=l, T 


是 ro ~ МСУ? и, ҒұЗУҒИО, 检验 V = V, 就 等 价 于 检验 
了 于 一 г, KI 


В- >; (еш = ғ) (ш — ay 
= рт > (уе — y) — УР: 
一 Vr:SsU; Í, 


B 相当 于 上 面 的 5, 用 它 代 人 《8.6) Х.Ж 
[В| = |575], (B) = w (57:0), 


ШЕЕ 
и = (Ey svr |е руг, (8.7) 
ТЕМЕ 
定理 8.1 检验 (8.1) 的 似 然 比 绕 计 量 是 и, rR (8.7)5ЕХ, 
HEERA u S cia, 


为 了 定 出 сы 的 值 就 需要 知道 的 分 布 ， 当 * 较 小 时 ， 下 面 
给 出 求 近 似 分 布 的 办 法 ; 当 = 较 大 时 ,其 极限 分 布 是 X° Жі. 
定理 82 шы; 成 立时 ,一 2 А 的 极限 分 布 是 Хақты» 
ШЕНЕ HL [19] 265 一 267, 
1 


为 了 导出 近似 分 布 , т (8.7) К.Ж = —— 


— ты == — ма + мешая 一 ва | | — mn In (z — 1) 
я іп | Fol + (л — 1) r (P Fu) 
== {я — 13[in || — m — In [P | + te (P prt], 


5, Д) 


令 
L = (я—1)[ш 10] — m — lIn {0 | + (22). (8.5) 
fiz (Копа, 19682041 已 导出 工 的 极限 分 布 和 近似 分 布 。 并 对 省 、 
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Ве ЖШ ІЗ, 林 书 末 附 了 这 个 表 , ВЕЛО. 5 = КЕ, 
由 定理 82, (ДЭ 好 分 布 ; 柯 云 导 出 : 
ІЗА Р Ха (1 — Б)» (8.9) 


2 
D= (2m +12) И 66-10), (8.10) 
工 也 可 以 用 了 分 布 来 近 位 ,其 关系 是 


其 中 


LERT ФЕС.) (811) 
Жаа 
f= mlm + 1X2, P = (ñ + 2)/(D, — Бі)» (842) 
D, = (m — 1) (m + 2)/6(» — 10, (8.13) 
А _—h | (8.14) 


—_ 1 

1— D. — АУЫ? 
D, н (8.10) Е. ЖТА м 有 许多 好 的 人 性质, 我 们 仅仅 叙述 而 
不 加 以 证 间 ， 

G) TR H: V= Vp Hi: V > Va ТГ ЕЖЕ 

G = (T(m)s К.) FRE, 其 中 Г(т) Жорто ЙЕ ДЕЗЕ» К„ Ж 
Z Ar EE ЖЕ ЖАН: 

Уаз” Гуш На, ГЕГ(т), a € Rms 


2, ЖЖ, 
Gi) 对 于 检验 HoV = Vo Hi: V “Ру, 套数 я, ИЕ 
АА А < cu Ноян. ЭНН, © 


а = [515 >o, ( ° ү" llama 


Е 
Х екр |- 2 (5) => сы}, 


它 表示 接受 域 , 则 P( eo |H;) — РС |H) 22 0. 

са) 上 述 检 验 的 势 函 数 200) 随 着 |9, 一 1 儿 对 每 个 БЯ 
增加 ,其 中 时 为 V, КЕ. 

有 美 这 些 性 质 的 论述 参看 [4]. 

检验 (8.1) 的 Ho 还 有 别 的 方法 .入 如 可 用 特征 根 的 方法 ,如 
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ДАЙДЫР Но par, VVa! 应 为 单位 阵 Ies SVIE КОШ (в 一 ПТ, 
SFi 的 特 答 根 不 应 当 离开 #* —1 Ж, САРы. Ра 
| ISP! — 41.| = 0 
ПОНЕ, 0 4 МІН (в 一 1) КАЖЕ, 1, 不 应 比 # 一 1 小 得 
RE Нм а, 作为 检验 的 统计 于 , 称 为 最 次 最 小 特征 根 法 ,基于 
这 种 和 检验 已 有 专门 的 表 ( 参 看 [33]), 我 们 就 不 详细 介绍 

8.2 检验 


HV = Р, Н: 1 5 өр, (3.15) 

Ро жЕ ПАЈЕ Е, 07, а 未知。 ХАК, 

为 了 导出 检验 这 个 假 届 的 位 然 比 统计 有 量 ， 仿 以 上 的 方法 ， 先 候 定 

Fo = lms НИЖЕ 
max L( z, ola) 

А: = Прах (и, V) ° (8.16) 


国 为 | 
Lps Pla) = аж "озу те {— 14}, 
Аз ка (410) вех. ви, 
max 0н, la) = (у Cir (SJA nm "h exp (- вт.) 
(847) 


将 它 和 (8.5) ARABI (8.16) 式 , 得 


a= — S (8.18) 
Cir ÇA )/ myra 
ш Ve DE 1, 时 ,用 推导 А, AARRE 


Lyris p | 
“адауы 8 0819) 


因此 得 

定理 8.3 检验 假设 (8.15) 的 似 然 比 统计 最 是 〈8.19)， 其 否 
ERA 1,25 сы, 
RDA RAAR л ш рп —1(5—2 L WE 01235 L Bu k: 


.178» 


ВАНА АЖЕ, T 
= 27а = т" | ri's] 8.20 
w = (y = УК. (8.20) 
为 了 定 出 саз EME (Mauchly) 在 1940 4E 2 HY W ВЈ ХЕ, 
Khatri 和 Srivastava] 在 1971 年 导出 了 了 到 的 精确 分 布 ，Davis 在 
1971 年 290 菊 得 了 修改 恩 的 近似 分 布 , 并 证 明 对 修 政 的 4, СИП п К 
ив 1) 
— 2 биб — 1) — (2 + ют 2) ln å 
бит — 1) 
= mla — 1) — Оли + m 十 КЕР 


m 


2 u ! р ъ 
= (6 = 1) = та Ја Ww Ёк. итал уз 
71 


В У Y W ЯНА. 
Аа, 4, 也 具有 м КОВ КЕЛ, BEREG ГУБЕ 
和 对 于 接受 域 的 无 篇 性 ,我 们 就 不 详细 讨论 了 . 
8.3 多 个 协 蒜 隆 相 等 的 检验 EER ТА Ма? 
Сн, 150), N Cat), Ру, УЖЕ Т тсе т РЕ: 


қ 
~ 
у, +, Шр yD... У n == D es 
іші 
ig ”, 
_ 1 
у? = — > 8, r= 1, з 
ПІ ізі 
=, 
s= 21 00 50) 7 iT 1 
j=l 
(8.21) 
ЕЗ ` 
S= > Ss (8.22) 
іші 
ШК? 
Hi. ру =m + а + = кю, (3.23) 


— СТЕНИ 


өс. р, . .. ‚и = (2= man У [TP [7152 


іші 


Ри, м 


x ap {i [Sr (ов you oy), 


f=1 іші 
(8.24) 


НИ ЗИП КЕЛЕЛЕ, "ПДК 


L pD, в; ү®,,.. O) 


тах 
aD... LR), уз, 
—я;/1 
= (2m y тей 一 =S, . (8.25) 
іші 
XA 
LED, ep Юу U... VY = (2ту те [у [а 
k. ”; + 
xf- 1 [2 P Soa- og ey], 
ігі ізі 
可 求 得 
тах ІС, ын; Vaere F) 


н. аА), т 


> |- > т, (8.26) 


АУ 
= (2 一 mt |*7 | 
(нут |5 


Аы (8.23) 的 似 然 比 统 计量 为 
шах (мМ9,..., ША Vatre V) 


Ер 
А = —- я - 
3 max Абд, зд: VD VO) 

КОЗ...) 

了 
1 = вії к 
> ç т" П |8; |”: 

= і=1 
= 1— n n қ K (8.2 7) 


H пт? |8 |а 


定理 84 № (823) 的 似 热 比 统 计量 是 a Gh (8-27) 所 
定义 ,其 后 定 域 为 1, =< са. 

巴特 莱特 《Baruer) 建议 将 2,01», ЗЕ л, 一 1， 从 而 # 变 为 
в-- К, 变化 后 的 А. 1020 А, КЕНИИ, Ч {яг} ЖН 
等 时 ， 柯 云 《Korin) 算出 了 表 , 本 书 未 附 了 这 个 表 , ПОНИ 
war (Вох) 给 出 了 一 Ма) 的 近似 分 布 ， 令 


M = — 2in1; = (z — Ва |S/(n — 2) | 
一 5 (я, — 10Һ16,/б»,--1)). (8.28) 
іші 
МИН МАНАШЫ Хх} /(1 一 а). 其 中 
һ---тбт + 1)(& — 15, (8.29) 
Эт? + 3m — 1 т. АЖ», 
_ стт „Р {в} 不 必 相等 ， 


От! + Зт — 1) СЕ + 1) 


6(т + 1)(а __ 1) s {r} 相等 . 
(8.30) 
MEJE ЕДЕМ, МАМ РЕС, БО» 其 中 
- ћ | 
ета рр (8.31) 
_ Һ+2 
f: а, __ 3? (8.32) 


(т — П (т 2) [< 1 1 
Ek — 1) т (в яр 
d, = {r} 不 必 相 等 ， 
(m — 1) (m + 2) (@ + K + 1) ` 
6k (a — 132 * 
ізі) 相等 . 


| ` (8.33) 
1 K = 2 Bj, Khami 和 Srivastava! 导出 了 13 的 精确 分 布 。 ЖІЛІ 


- 181 。 


ал. 20, З VOVO 的 特征 根 ， 则 检验 Р = И 等 价 
于 检验 


Ha. б, = +++ = 0, = 1. (3.34) 

HU 0, +++, On 对 于 变换 群 6 — (СІСт), Т) ЖЖ, GL(m) ж 
ее ЧЕЯ ИЕШЕ. ТВГА, 这 时 g € G， 相 应 的 变换 
ЖЕ У — сур В; с„Є GL (т), в, Х-— т ВТ, 
可 以 导出 建立 在 8 9 的 基础 上 许多 不 变 检 验 , 例 如 

(а) 建立 在 [5,5,5 | 基础 上 的 检验 ; 

Cb》 建立 在 и 《SW571》 基 础 上 的 检验 ; 

(с) 建立 在 SS; ' 最 大 最 小 特征 根 《 即 0, T б) ЖШ ЕНУ 
验 ; 

(ау Вя |CS + 5,5, | 基础 上 的 检验 . 
这 些 统 计量 长 有 一 些 很 好 的 性 质 , 这 于 我 们 就 不 详细 讨论 了 . 

8.4 条 个 苏 差 阵 和 均值 的 同时 检验 ”前 画 讨 论 的 检验 是 均 慎 
和 和 协 莱 阵 分 别 进 行 的 ， 当 两 者 都 需要 检验 时 能 和 否 同 时 进行 呢 ? ЫП 
检验 


Но: И = ... = ЕА = tan = не, (8.35) 
Я 1, 表示 这 个 检验 的 似 然 比 统计 量 , 容 易 推 出 
А = АЛЬ. (8.26) 


Жал (6.11) EX’ АН (8.27) 确定 ,于 是 
пел П EA 152 

іні 
ИТЕ 
W Уу (6.5) те, [ШЕ 

定理 85 检验 (8.35) ЕЛДЕ Ы м, EH (8.37) xE 
ХАЛЫН U чє се. 

T м, 20, А, a WA HERAA Е, ЖЕЛЕ 
т, ЖЕ» l, rm EBR — К, ЕЛЕНЕ ТЕ 44) ӘУЕНІ (Вох) ШЕ 
ТВОЯ Но 成 立时 


= 182 + 


м = 


» S (8.37) 


В => 


P(—2p log А, < в) = POG < и) + в, [P (XL н). 


PGE и) + оя), (8.38) 
其 中 


1 = > G@& mm +1), (8.39) 


-1-( „т - 1) (ез5) 


Elk — 1) (m + 3) 
m — k + 2 
Cm — Ю( + 3)" 


Р ча. 1 ы 1 
ШЕТТЕ [s (> (я; — 12 =) 
x (m + ])(m + 2)(m — 1) 


х 1 1 Отт 
- 2: =) СЕ 
A 1 1 
не -ті) 
x (252 + 3m — (в — k + 2) 
(я - (т + 3) 
— зв Dn — Ë + 2% 
(п--АУт-ы3) 


Ни = 《一 2 要 + 7k + 3mk — 2m? 一 6р 一 0], 


(8.40) 
从 而 当 假 设 Но 成 立时 ,对 大 样本 情形 ,就 有 
一 2plog А; Я. Дунст 

#181 在 第 二 章 $ 8 的 服装 标准 制定 中 , 协 差 阵 是 很 重要 的 


参数 。 从 太 量 的 调查 中 已 知 北京 市 成 年 妇 子 三 个 基本 部 位 СЕ 
То, ДОВ, ЕНЕР 


29.57 
To 一 | 3.92 39.05 ñ 
1.76 39.19 63.07: 
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为 了 验证 标准 ,在 北京 市 又 抽查 了 100 位 成 年 女子 , 经 计算 , 这 三 
个 部 位 的 协 差 阵 是 


22.12 
4 -| 2.98 32.72 | 
9.46 30.39 50.98 
我 们 自然 要 检验 后 来 抽 的 这 100 人 是 否 与 原来 的 总 体 一 致 ， 当 然 
首先 要 检验 V 一 Va 然后 再 去 给 验 均值 ， 用 统计 量 《8.87 算得 
|V,| = 21319.216, Inj| y | = 9.967, 
|P | = 16092.310, 1а]? | = 9.686, 
0.0435 
ти 一 (езен 0.0696 | 
0,00398 --0.0430 0,0425 
“r (РУО = 2.746, 
RAH (8.85 式 
L = (100 — 1) [9.967 — 3 — 9.686 + 2.746] — 5.373. 
如 用 22 AE 


D. — (2 x 3 + 1 一 二 2 一) = 0.0109, 


6 Xx (100 — 1) 3—+ 1 
mm + 12/2 = 6; 
ТЕ 
1/61-- D) = 5.373/С1 -- 0.0109) — 5.432, | 
О ЖЫ, А. № ө — 0.05 If, X° ЖП S 12.59, 故 不 能 和 理 定 假 
Я, 可 以 认为 后 抽 的 100 Л УБА АЈ ЕШ, WRH FRAK 
近似 ,结论 也 是 相同 的 . 

982 为 了 对 比 两 个 矿 的 某 些 特性 ,将 再 矿 的 考 基 性 岩 体 中 
МО (25 Nio ra)» Сс» (ya); ко Си) 和 FeO (ys) 的 含量 
测 出 , 每 矿 各 测 10 Trik. RERA Cak Le E l t 
是 对 煞 正 态 ) 后 的 协 差 阵 分 别 为 


- 184 * 


10,816 
— 0.358 
0.182 
—0.049 
0.383 
7.694 

— 0.350 
0.002 
一 0.028 
0.623 


po = 


рә — 


0.030 
— 0.009 
0.000 
--0,057 


0.027 
— 0.005 
--0.0014 
— 0.023 


0.025 
0.000 
— 0.007 


0.226 
0.004 
—0.006 


ЕЖЕ КЫ” BJ БАЗЕ РЕЛЕ ЖЕНУ? 
这 个 问题 是 要 检验 Но V? = V°, 
т =m == 10, 可 以 利用 (8.28) 定义 的 М 统 订 最 进行 愉 验 ， 因 为 
S/a — k) = РФ + р® 


9.255 
— 0.394 
0.092 
— 0.039 
0,503 


0,034 
— 0.007 
— 0.001] 
— 0.040 


` 0.126 
0.502 
— 0.006 


0.006 
— 0.001 


0.008 
0.000 


这 时 т 


0.007 
— 0.001 


[S/n — К)! = 0.000209911, 

In [5/(в — &)| = — 8.4698, 
|5, Со — 1)] = |29] <= 0.0000248154, 
Іа |5170 — 1)| = —10.604, 
[Sa Caa —1)| = [P2] = 0.0004514085, 
Ја |5000 — 12] = — 7.703, 


代 估 到 (8.28) sÇ 


1.192 


1.682 


= 5, 


1.457 


k — 2, 


M = 18 X (—8.4698) — 9 x (—10.604 — 7.703) = 12,325, 
如 用 № ЖД, ЕН (8.29), (8.30) RA 


һ--55 Х6-15, 
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д = 69 +15—- ОО +10 04, 
6 x 6 X 2 X 19 


M x (1 — di) = 12.325 X 0.86 = 10.60, 
EHM ху, x = 0.05, X: БЕРМЕН > 74.996, ЯДА 
ХР НЕ MgO, №0, Cr,O,, КО, ЕО 的 散布 有 有明 
Ж) НЧ Ж FP, 


$9. 独立 性 检验 


ы! а 
一 个 随机 向量 у = | : ) - (5% > ME уәж y 独立 ， 在 
Ут 
处 理 多 元 分 析 中 的 许多 问题 时 会 有 极 太 的 便利 ， 一 个 高 维 的 问题 
就 化 为 一 个 低 维 的 问题 ,在 第 二 党 我 们 讲 过 y 和 y 独立 等 价 
于 cov《y уФу-ей, 因此 检验 独立 性 就 等 价 于 检验 协 差 阵 中 茶 一 
块 为 0。 更 一 般 的 问题 是 将 3 分 成 万 部 分 ， 要 检验 这 不 个 部 分 互 
АА НІГ, 
т А) А 28 РВ 


зе у m | 
НЫ } ~ N,(a, Г), (9.1) 
И у%/ т, | 
ХАВВА ИРЕ ВЕ 2 Ez: 
н Ра “Л 
-| } А! | оз) 
нө осыма 
这 个 母体 抽 了 了 # 个 样 уа» trta yas 相应 的 样本 均值 了 和 离 差 阵 
5 也 进行 分 块 ; | 


у Su "5:4 
у=} | 5=|: i} (өз) 
yt Su SA 
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要 检验 {y ta ую} 相互 独立 等 价 于 检验 
Ны Уш = 0, --81%%), isj =l, 2, эз» k. (9.4) 


这 个 检验 的 似 然 比 统 计量 是 
max (а, V) ` 


一 max (a; УЗ” 
Erp o = (а, Р): Va = О,—Е í >= jy. ЕН ER K IS 
max LCs V) = Ож)" Б тең ыр {- L ma}, (9.6) 

当 H 成 立 财 ， | 


. * 
Ыш, У) = П (2а): Vu [е^ 


(9.5) 


5 


x exp {~ > tr |z. > Су 一 в) 
хо - ||. = (9.7) 


ЖЖ їн, 的 极 大 值 , 等 价 于 对 每 个 i ЖАНЕ ЕМУ» HH 
SRAITH 


x 
max Ср, V) = П тах [о Yaj 
РА іші alih ғ. 


Х exp 全 — tt < г! > Ow — н) 
x (уа ноу) 
- П famy- am f2 Е S| ер 二 > п). 


3⁄4 (9.6), (9.8) 代 人 到 (9.5) 中 得 | 
= fis1/ Ц в.а ил, (9.9) 


ЕЖ 

定理 91 检验 假设 C9.4) ИШНИ А, ШШ (9.9) 所 定 
义 , 其 否定 域 为 Ау 55 Csas 

统计 量 4; Һа» НИНЕ R Жа R — (ги), 


ra| ЭН, 9.10 
N 5,5 ( ) 
ЖЕЛП ЕН, 
Ru Rin 
Е 一 | : : |. (9.11) 
КаК 
则 有 
қ 
系 1 v = G> — 181/7 ПВ. (9.12) 
іші 
证 明 FE 


ІІ = IRI J] so 


=.+ mp 
f [S 1 == [Ra] П ін» 
4 为 3 阵 的 对 戎 元 素 , 将 它们 代 和 人 《9.10) 式 即 得 # 
1 统计 量 在 一 些 变 金 下 是 不 变 的 ， ЕЯ. 考虑 


ерен F ok ИЕ: 
С о 


о с, 
С оС» С 9120 mu teto mi ӘНЕ, (9.13) 
2 ЖЛЕ] (9.13) 的 线性 变换 群 不 变 . 
证 明 令 tm m Суы» a = 1, сат, ABIE [twl ВЕ 
阵 , 则 
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В = У) (а — Си, — > = СС, 


я-1 


НВ Ну а, ГА 
| B; = Су: Сә 
ЫШ (ғары е Ну” 
JB _ jcs _ ИСИ 
* k 
И 15.1 Н сас ү ІС 11541 
i= ші іші 
-Sl ny 

z . 

]! 1841 

i=1 
Narain (1950) 88 BX kit R ЗР ЕИ БЕЛЛЕ ЖИГИ. 

为 了 定 出 co MER 4 或 了 的 分 市 :实德 生 书 ?中 234 页 至 

240 页 求 出 了 


př жа 


т k "; 1 | 

ку К пзе?) Д р), 
пое e= r re D + $) 

h= 0.1, > (9.14) 

роо ЕЕЕ > ЕЕ SARE ЗЕГЕ 


k т; 
фун $ 9.4 ЕШ о Аг П П r; НН, {г} EZ RW, x 
六 从 参数 为 
(1 (а 一 буз — jD; > 2), 8; — >. т») ë = 0 
的 中 心太 分 布 。， 如果 所 有 的 m 是 偶数 ; т, = 2r 当 假 设 成 立时 ， 


k r; 
әм || П y; НН, {ya} ER ya 遵从 参数 为 


ілі j7 


(= 一 ó— — 21» 8,4) 的 中 心 в = +a, 
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在 实用 时 一 般 用 它 的 近似 分 布 ， 令 


r= L [mlm +) — >= Km жау), (945) 
о) (ен) 


іші із1 іші 
r; == 48 96 ; . , 
72 (в 2: mi) 
(9.17) 
3 т? 一 > тї А 
ят етта За x mb (9.18) 
ЗУ (Вох) (1949) 指出 
P(— a In ç =: u) = POG u) 
+ [PO <и) 
— POX < и)] + OU). (919) 
因此 当 = 充分 大 时 ， 
P(— a 1а p & н) = Р(Х < z), (920) 
即 可 用 2? 分 布 来 近似 . 
对 一 些 特 殊 畏 况 还 可 以 准 册 进一步 韵 结果. 
G) & = 2. 


rtg 


如 上 所 述 ,再 用 安 德 生 书 中 $9.4 的 结论 ; 这 时 > 与 У) zy 的 
іші 
ЗЫ, {хл} 相互 独立 ,遵从 参数 为 
1 1 1 1 
(LG m — 1), T m). (TG m —2), L m) ... 
(LG m — m), lo) 
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的 中 心 了 分布， 由 定理 3.4, CERE Alms в — mi — 1» т), 
Вр А(ть т — тр 1, т). ЖА m 5 п, 的 对 称 性 :也 有 
р ~ Amy n — ть — 1, m). 

利用 下 一 2 的 结论 ， 我 们 还 可 以 将 一 般 情 况 下 的 > Se Rk А — 
1 个 独立 的 下 分 布 的 乘积 . 


ЖЗ v= П раш, ~ A (mar n-m 
і 


>”) 


4= 
ШИН 当 * 一 2 时 
15] __ 15һ — 51252 ‘Sal ` (9.21) 
[Sul 15.2] |5 | 
ЕЕ 3.2, Su 一 91295192 5 Sm Sa 独立 ， 由 上 式 就 证 印 Р ~ 
Ата» n — m, — l; та). жш k > 2 时 ,利用 下 式 的 分 解 ， 


Sartr Sa 
: : Siia 54—12 4 
|8! СУ Sarm Skk 
т 7 Хаз" "за Ки [Sigil 15] 
1811: [Sal : 
Ses. "Эд Sa 75а | | 
Ё рузе Pao (9.22) 
Sa t t Sa | 
因为 "s|: : jaz 人 以 而 与 #17" "3 vit ЗН, Е va 
бит Sar 


Beate бұл Ж» eo 这 表 肯 n eea о HEMMETS 
为 4 分 布 具有 所 述 的 参数 . 
G) д= m. 这 时 相当 于 检验 所 有 的 相关 系数 为 0。 由 安 入 


年 节 中 $ 9.4 的 结论 ,这 时 ， 与 [I = 的 分 布 同 ， [r] 独立 ，x; № 
кей» (у б — D, +) агач анало), 
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相应 的 参数 为 


= + т\т — 1)» е == 1 — 2m 11. , 


бл 
— EL, = пбн ПО» — 2m — 13), 
当 所 有 的 mi = 2(m == 25) 时 ,上 述 参 数 变 为 
}= 2000-1), psi ы, 
= L - — gk — 
а 一 по 一 ——— "= 23 К; 126842 BE 7). 


(їп) 金 相关 系数 的 检验 ”全 相关 系数 的 定义 见 第 二 章 54, 取 

k= 2, m = 1, mi = m —1,}ХЁЮЕ (9.21) 
„= Su 5958 一 1 рә, (9.23) 
Sn 
其 中 
51.5515 
бө 

Ж уу ЖІ Су» ts yap 的 样本 全 相关 系数 ， 这 时 检验 Г, = 0 等 
价 于 检验 总 体 的 RR 二 0, Н 《这 p~ А(1›п — m,m — 1), ЕЖ 
3.1, 这 个 检验 可 化 为 检验 


М п—т 
Rm ^ (т — 1 n — my, (9.24) 


这 就 得 到 了 检验 全 相关 系数 为 0 的 统计 量 . 

特别 可 以 用 (9.247 来 检验 任 两 个 变量 的 ( 单 ) 相 关系 数 是 否 为 
0， 用 r; 表示 о; Ву 的 相关 系数 ,要 检验 ru = 二 0。 这 时 相当 于 
т-7,%-2, 内 取 几 与 为 两 个 变量 组 成 新 的 y， 用 e, RRR 


Ra = 


Е = 


本 入 关系 数 , 于 是 检验 的 统计 量 为 
А, п—7 
一 Е(1,я — 2), (9.25) 
或 
1525 = ~ (n — 2), (9.26) 
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га 的 近似 分 布 在 许多 问题 中 是 很 有 用 的 , 令 


1 жр p i, + 
ву РЫ, {= а U fa 9.27 
! 2 In 1 — tir ts 2 в 1- ТЫ ( 2 


则 
— fi с 
«= n —3 (= 一 Ё; -a D) (9.28) 
HU- IREE Ж. 
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ждж 判别 分 本 


ТТ SERNER ОРАНЫН 
验 等 基本 理论 问题 ， 这 些 理论 对 解决 多 变量 的 实际 问题 月 指导 意 
Ж. 本 章 讨论 的 判别 分 析 是 应 用 性 较 强 的 一 种 方 落 , 允 此 ,召开 过 
次 门 的 国际 会 议 , 出 版 过 专集 四. 

在 生产 、 科 研 和 日 常生 活 中 经 常 遇 汉 需 要 判别 的 问题 。 例如 
一 个 人 发 烧 了 ,医生 报 据 他 体温 的 高 低 , 白 血球 的 数 上 月 及 其 它 症状 
来 判断 他 是 感冒 ,肺炎 还 着 其 它 的 病 。 这 里 感 窒 病人 , 芋 炎 病人 等 
组 成 不 同 的 母体 ,病人 可 能 来 源 于 这 些 母 体 之 一 ,判别 分 析 的 上 且 的 
是 通过 病人 的 指标 《体温 . 百 血 球 等 ) 来 判别 他 应 该 属于 那个 总 体 
《 即 判 断 他 生 的 什么 病 )， 又 如 在 地 质 勤 探 中 , 需要 从 岩石 标本 的 
多 种 特征 来 判断 地 层 的 地 质 年 代 , 是 有 和 矿 还 是 无 矿 , 是 富矿 还 是 贫 
矿 ， 在 天 气 预 报 中 ,根据 已 有 的 资料 (气温 .气压 等 ) 求 判断 明 无 是 
晴天 还 是 阴 天 ,是 有 十 还 是 无 十 . 

ЭЧЕН Н СЕА АКИН, БАТЛАЖ Gis tto Gas 
ПНО А ЯЕ Р.С), -tra ҒАУ» 每 个 F C) БЕ т Е 
分 布 函数 ， 对 给 定 的 一 个 样品 у, ЖАПШЕ ЖЕБЕ. Ж 
决 这 个 问题 可 以 有 多 种 途径 ,有 关 这 方面 的 内 容 十 分 丰富 , 木 章 仪 
仅 介 绍 最 基本 的 儿 利 方法 : БЕІН» ДНЯ, ВЯ, Ж 
步 判 别 等 方法 . 


$1. 距离 判别 


Ж ВЕРУ МАМАНЫ, ЯР КЕ ЕН НЕ ЖА ©, 
Ж С,» 它们 的 分 布 分 别 是 М.А н”, Р) 和 N,( 2, r), 对 给 定 的 
一 个 样品 у, Ж ЖИЕ ЖЕШЕТ ЕК, 
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Лану ТРЕ у Е] ЕЖЕН 4(у, б), 
асу, 63), 按 下 述 规 则 判断 : 

р бі у, Gi) < Жу. 6)» ал) 
YE С, у, G.) > Жу, Су). 

上 章 讨论 т ЯНА БН Г Ба, ЖЕНЯ! 
НЕЕ БЕЛЕ М, ТЕЛЕ Я ЕЕ, Т К ЕЕЕ ІНІ 
用 马 氏 距离 来 制定 判别 规则 ， 这 时 

ау, Ga) = (y — нәуу-Қу- н9), 
dy Ga) = yp — н), 
ARENIE, wA 
dp G) — «Қу, Ga) = y Vy — ру V pp IED 
— [y Ty — 2y t 2 + нун] 
уун __ иу 
+ иро — BVT u 
= 2y V — м9) + СрО „Фу 
ы. (аз + шуу gD 
= 2уУ-Ка® — и) + (ыз 
+ нур uD — #2) 


(2) 


11} + * 
一 一 : b -— ) VGP — pP), 


(1.2) 


(1.3) 
4% 
п = (но + 2) /2, (1.4) 
W Су) = (y — БУУ Ки — р), (1.5) 
则 由 (1.3) 式 确 定 的 判别 规则 可 写成 
€G, ЖАИ (уу =0, 
Ü< С» 如 wO) < 0. а.ө) 


ш де, н, 已 知 时 ; 令 
am у-н — y, (1.7) 
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с-з. Tau. — u —— A a o e ae 


Ша 2 — L 3133 z= ЕЕ ХЕ 
W (у) = (y — й), (1.8) 
W Су) 就 表 成 了 的 一 个 线性 顶 数 ， 它 称 为 线性 判别 函数 ,< 称 为 判 
易 系 数 ， 线 性 判别 函数 使 用 起 来 最 方便 ,在 实际 中 应 用 也 最 广泛 ， 
本 章 的 大 部 分 内 容 都 是 讨论 线 证 判 列 函 数 . 
定义 11 <D. D, Ë R, SARTR, WEEER 
相交 , 且 它 们 之 利 | 为 в, MER Do ctto Di 为 Ra 的 一 个 划分 . 
利用 и Су) 可 以 得 到 空间 Re 的 一 个 划分 
2 = (|у: W (у) Z 01; 
D, = іу: W (y) < 0), 
Боп y ЕЛ. D, № y € Сі, А D ШТ y € Gh 
当 六 一 下 时 ,两 生体 的 分 布 是 МСН, 97), NCG”, а, ХЫ 


1 
V l та — 
а? 


(1.9) 


ко = (p #7” осма 
不 失 一 般 性 可 设 pm < АЗ, ХЫ (у) 的 符号 取决 于 y 汪 有 还 
E y= g. y = НЯ уе б, 否则 ye С, 详 见 图 11. ME 
上 我 们 立即 会 有 如 下 的 印象 : 

G) 这 种 判别 规则 是 符合 习惯 的 ; 

GD НИ УВЕ ны, УЖЕ G, BAE 
ЧАШ, 这 村 我 们 却 判 断 它 来 自 Go Аж 
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НЕН. WERA a НИН plankii 5 来 分 界 ( 见 图 
1.2), 这 时 将 G 误 判 为 6; 的 概率 是 减 小 了 AE C: RHA. G, 的 
摄 率 却 大 大 增 大 了 ,可 见 阐 值 点 鬼 许 径 是 极端 重要 的 ， 


图 1.2 


Gi) 如 果 两 个 母体 靠 得 很 近 , 则 无 论 用 何 种 办 法 , 误 判 的 概率 
都 很 天, 这 时 勉强 用 判别 分 析 意 义 是 不 大 的 。 АНАНЫ 
Жу ИЕН ЕЕЕ ЕРІ Си E — EHHI T? 检 验 ) 作 判别 分 析 
TARM. 

Gv) 落 在 EE 附近 的 样品 按 上 述 判 别 规则 虽 可 进行 判断 ,但 误 
判 的 可 能 性 较 到 ;有 时 可 划 定 一 个 待 判 区 域 ,例如 在 此 例 中 可 定 一 
Лема :使 每 = < 4 СА 1.3), 这 时 判别 规则 改 为 
Е yE G, Шуе, 
yE б, Пула, 
КН, Шес<у<4. 


Ш 1.3 


Cv) ТА КЕЗІ ЕКІ Ж, HEL 
БЕНЕН ТА ЕВА ЕШ ЕЖ. 
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综合 上 述 ,我 们 有 如 下 的 定理 . 

211 НЕК Go G, 的 均值 和 协 差 阵 分 别 为 at, и; 
уә, VES у® = V), ЖЕТУ EL КШ SS E M ЕНЕР 
ЯШ (1.5), ЯНУ НИЗА > (1.6), 

ж Zm и» 5 Ht， F 未 知 ， ТЯГ пі 和 z, № 
品 УШ), + +， уі: yip ttt’ У)» ААЯР 9, а%, туд] 
НАИ ‚$ 


W Су) = (y - Уо нуту р-қуз--уФ), (1.19) 
其 中 
ы 
9-25 a, 一 土台 УФ, (1.11) 
т Мізш 
-— В >} Ой — 50908 — ў®у' 
1 2 
+ Ой - 2009 – >> 
ігі 
5,41 S, НЕ (8.21) 定义 . 
距离 判别 也 可 用 于 多 母体 的 情况 ， 
定理 1.2 设 有 天 个 母体 Gss Ge 它们 的 均值 和 协 差 阵 
ЯЕ gp 二 一 这 时 判别 天数 为 
Wa б) = (y Аа ату PK мо), (илз) 
其 判别 规则 为 
УЕ Go ЕО, 内， іс"“1,2,--:,5. 
其 中 
D, = іу: Ино) >0 1—0] рар, Pelek 


(1.14) 
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如 3》 使 得 ә, Су) = m; (2) = = ио бу) = 0 (1 =< r < К), 

Hire Gi Rye, R- ує Goe БЕЯ ЕН ЕЖЕТ 22 38 
邻 区 域 的 任 一 个. 

- Ж мт но, Вк, РЖД, алка 

Т уй)» 7543 ТЕРЕ `... уйу,» “бз у); ЕН, п — > na № 

ғ, бу) ЖИЙ ЕКЕН НЕН НЕКЕ. 其 中 


а® — уо „2 луй, i = l], 17e » Ё 


fi j=1 
-È s» 


п ізі 
S ++, S, 为 上 章 (8,21) ER. 
A ЕТГЕН 9: ГӨР ЗЕ ВЕНЕ ЖЖ ЗЕ КЕЛКИ ‚ЯН 
ЖАЙ ИМА EE? 
定理 13 ЭЖА С, +++, Go 1155248 E H 
分 别 是 RD -++, ню, РО, 6, р, 令 


D, = {у: аКу, G) < min асу, ӨО i=1,2,- 0, k, 
(1.15) 


则 判别 规则 为 

© у66, WIRED A, із 1.,2,---.Ж, (116) 

这 个 定理 就 是 说 明 按 样品 至 各 母体 的 最 近 距 离 归 类 ， 我 们 来 
НЕК. 

С) m=, А2 | 

这 时 记 两 个 母体 的 均值 为 а9, 9, ЖЕЗДІ 9, 00, 不 妨 
Ek н < н), 这 时 


— pti 
Ky, су = l ; = 12. (1.17) 
g“ 


当 y < z R у> pi 时 ,判断 是 容易 的 ; 当 KO < y < =? BF, 
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— pD i 
diys GD — diy, бету 
g} с 


7 = — 1695 Ноу -- (по + н%9) 


(1) сау (1y (2) (2y „Су 
т + m= О + ибо 
= Ë ее. |, 


“Әу gt + д 
令 
(зу? ии 
p = EOOD + ИР, (1.18) 
g + аз 
于 是 判别 规则 为 


|6» Шу н, (1.19) 
УЕ Сі» р y => ТЫ - 

НИЕ и" 不 在 pg， ыз 的 中 点 上 ， 而 是 用 cf aa 3 pr y s 
HSER 1.4, 


Gi) m = 2, 4--2, 
为 了 减少 一 些 上 标 , 记 


e= (ars e= (es 
? 


үю (~ ең т 00) (а ғ) y (>) 
== x = . 一 2 
a En ч `y 


вл #2 


А А М 
рш ~ (а A да, puya = (ы л) дв. 
Яң ойы ёл 


2 
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+= 
уз Gi) = (y в) 40у — 8), 
ау» Са) = (y — AY B(y — h) 
我 们 来 求 
PCy, Gi) = «Қу, С) _ (1.202. 
的 轨迹 , 从 而 便于 制定 久别 更 则 . 
0 ««“аҚу,бі)-- 00у, 6) = yilan — ёи) 
+ 2уу ар 一 Фи) + уа 一 ба) 
Ф 2830 — angi вов: + бді + byuh) 
+ 2y,(— ang 一 augi t ба + боба) 
+ Cangi + 20101 + angi — ый — 25,4, — 611) 
Бай ору + осуі + 22у) + 2ey; + 1. (1.21) 
Жа, В, с, d, e, ff 由 上 式 定 义 已 很 明确 。 这 是 一 个 二 次 直线 
的 方程 ， 令 


а в d 
а В 
все, Н- 
Б с 
d < Í 


由 解析 几何 中 关于 二 次 曲线 分 类 的 理论 知 : 
б) ж G0, Н >0, ЖИН: 
Н < 0, ЖЕН; 
ЫН = 0, 曲线 为 抛物 线 . 
(а) ж G = 0, 是 可 分 解 的 二 次 曲线 4( 实 世上 已 电化 为 青 钱 )。 
ЩН > 0 26219, Hc 为 双 曲 类 型 ,当日 =0 ХК, 
ЕН С1.21) 
_ ац — Фи ар — бо - __ __ _ - 3 
Н an— bp ар фы Сап Фар bn) Саз Ф) 
= (ана — ай) + (bnbn — bL) + (—anbn + 2206 一 snn) 
= А+ В] — [B] tr (ABT) 
= |B|(1'+ |ABT] — tr (487) Š IB|a, (1.22) 
因为 Bi > 0, ЖА 3 A BJ FF ВГ, 
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ÌE А, 42 2; 487! 的 特征 根 , 则 
G) но = (a— 1А —1) 2-0; 
GD ЫН 0 < (А, 1068, —1) =< 0; 
Gi) Ы =0 < (à — 1X — 1) = 0, 
HA- 
A= 1 + |487| —tr( AB”) 
=] + 04, — k — 1 
= (à — 1)(¿; — 1), 
ЖОКИ ЕПА. НІН ЖИЕГІНЕ ІШКЕНДЕ ЖЕНЕ Т: 
(А) 当 УФ = р ву, НН (121) 为 直线 。 此 时 容易 验证 
G=H=0. 
(В) шж РӘ, ро 对 前 元 素 相等 ， 仅 相关 系数 不 等 ， 这 时 
H < 0, 曲线 为 双 曲 类型。 根据 Gs 关 0 或 如 一 0 来 决定 它 是 否 退 
化 . 
我 们 记 


а? бұты” с? Tr 
ro и w өзе 
A = О == 1 ( өз -- егі 
01 — ri) — бо s , 
ABT! = 1 | 24 — rira) вю: — я) 
о — ri) ош --һ) ою — 1) 
容易 求 出 它 的 特征 根 为 


д= 1+", n=l, 


1--ғ 1-7 


— 2 
А.-1Х%-0--б-Ҙ < o, 
= 


故 它 为 双 曲 燃 型 ， 图 1.5 反映 了 这 种 情况 ， 双 曲线 把 К, 划分 为 
= B, BN ЖУН ЫНА р, 男 二 块 为 Ві. | 

(C) Жан > bns ав > bns вв = ën MIR Ж (1.21) 2 Ж 
Е, Са 0R С 一 0 来 决定 它 是 否 垦 化 ， 
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W 


m 1.5. 


ЖЕ (1.22) 的 第 一 式 得 出 . ЖҰЗ a = 6: = ОР, 


oi 0 сі 0 
уз-( ' )， уз-( ; 2)» g = Өз» Оа 04у 


0 2 о = 
这 时 
l о 1 о 
аў өз 
4 == 1 з B = i x 
0 о? 0 сі 


такая „ЖЕ ЖЧ НАШЫ ЭУ Же Ж) 


(у 一 ур {у — ух 
ча ть 


其 中 


uti 一 бы yx 一 ang: — биб 


Ув 一 
au — би ад ба > 


pP = Виан! 一 а) + bnan ña — р) 
(ац — 8 Сай — bnan — bn) 
Буаз — #1 + apn — Ё› 
Сап — bn)(an — bn) Can ба» 
其 情况 如 图 1.5, 这 时 椭圆 内 为 В, ЕЖ, 
从 以 上 的 讨论 我 们 看 到 ， 在 不 等 梁 差 阵 的 铺 况 下 ， 尖 别 区 域 
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2 шы 


O’ 


D, 
рү 1.6 


Deos Р, 是 比较 复杂 的 。 因此 在 实际 应 用 中 不 要 追求 确定 
Dout, De ПЕНЕЙ (у, С), 2 1,5555 k, Жу Ж 
НЛО. р Р >o, А ut б, 由 第 一 章 存 
EZA LE VO = L.L ва Гу — нб), i = 1, --*, 
ks MU 


d(O, GO = (y — ноу (y — Rb) — zs a iml, tak 


1, 可 以 预先 算 好 ,应 用 起 来 就 比较 方便 了 . 

тіл EDULE Нн нінен, ТН ЖЖ: 
震级 =, МЕНЕН e САН), ЖЕ» 0, 否则 为 1) =; 0 
КОЗЛОВ Ер 0, BWH 1) =o ЖОЖ) «» Ж (Ж) es ЖА 
M =, 最 大 地 面 加 速度 (g)=s, 地 需 持 续 时 间 ( 秒 ) =, 今 从 已 波 化 
和 未 液化 的 地 层 中 分 别 抽 了 12 与 23 个 样 ， 欲 建立 它们 的 判别 通 
数 ， 数 据 见 表 1.1，1 组 表示 液化 的 ,I 组 表示 未 液化 的 。 为 了 使 
Ро, PD RRE R ез, “4 暂 不 采用 ,经 计算 


7.358 7.687 
73.667 69.609 
1.458 2.043 
y® =| 6.000 |, У%--1 5.239 |, 
15.250 .| 6.348 
0.172 0.216 


9.500 70.348 
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#11 砂 基 液化 数据 


编号 В.Я = =, 
1 І 6.6 39 
2 І 6.6 | 39 
3 І 6.1 47 
4 І 6.1 47 
5 І 8.4 | 32 
6 І 7.2 5 
7 ' 84 |113 
% І 251 52 
9 І 7.5 | 52 
10 І 8.3 |113 
11 I 7.8 | 172 
12 I 7.8 | 172 
13 Ir 8.4 | 32 
13 І 8.4 | 32 
15 II 8.4 | 32 
16 П 6.3 11 
17 п 7.0 8 
18 п 7.0 8 
19 и 7.0 8 
20. И 8.3 |1647 
21 "Ú 8.3 |161 
22 п 7.2 6 
23 и 72 6 
24 И 7.2 6 
25 п 5.5 6 
26 El 8.4 |113 
27 H 8.4 | 113 
28 и 7.5 52 
29 и 7.5 | 52 
30 и 8.3 | 97 
31 п 8.3 | 97 
32 п 8.31 89 
33 п 8.3! 56 
34 п 7.8 | 172 
35 [I 7.8 | 283 


A 


= = Ə = = = = «ш ш = = = — ш з >s 


= © с < © ~- = => = < ш = = = — сс © со о-о => = = = = = = = D s= = = = 


a 
к 


ақ =, = ag Ty 
1.0 | б á |0.12| 20 
1.0 | 6.0 12 (0.12] 23 
1.0 | 6.0 6 inng] 12 
1.0 | 6.0 12 oj n 
2.0 | >.5 19 10.35 | 75 
1017.0 28 |0.30) 30 
3.5 [6.0 18 |0.15| 75 
1.0 | 6.0 12 |0,15) 349 
3.5 | 7,5 6 10.161 40 
0.0 | 7.5 35 |0.12| 180 
1.0 | 3.5 14 |n.21 453 
1.5 | 3.0 15 [0.21] 45 
1.0 | 5.0 4 р0.35| 75 
2.0 | 9.0 ІП |0,35| 75 
2.5 | 4.0 10 |0.351 75 
4.3 | 7.5 3 |й.20| 15 
4.5 | 4.5 9 |0.25] 30 
6.0 | 27,5 4 10.25] 30 
1.5 | 5.0 1 |0.25] 30 
1.5 | 4.0 4 0.08} 7 
0.5 | 2.5 1 [0.081 70 
3.5 | 40 12 |о.30] 30 
1.0 | 30 3 [0.301 30 
1.0 | 6.0 5 [0.30 | 30 
2.5 | 3.0 710.18 | 18 
3.5 | 4.5 6 [0.1517 
3.5 | 4.5 8 [0.151 75 
1.0 [6.0 6 [0.16 40 
1.0 | #5 8 10.161 40 
0.0 [Б.О 5 |0.15 1 180 
2.5 16.0 5 |0.15 | 189 
6.0 | в. 10 10.16 | 180 
1.5 | 6.0 13 [0.25 | 180 
1.0 | 3-5 6 10.211 45 
1.0 | 4.5 6 [0.181 45 


7.829 


245.733 33512.667 
3.279 12.332 12.229 
5, = 0.600 — 544.500 2,250 23.000 
46.125 756.000 -- 22.375 38.000 864.210 
0.444 —2.483 0.166 0.090 3.105 0.077 
311.550 9965.000 — 67.250 225.000 3457.500 4.550 23485 .000 
13.726 
613.183 114421,478 
-10,187 - 903,509 53.957 
s=] 0.672 - 814.348 9.51 60.935 
10.304 — 854,870 11.153 15.587 231.217 
= 0.144 — 76.279 0.459 0.589 1.705 0.148 
624.004 21251.130 —701.348 319.587 1160.217 --22,585 46901 .217 
ро Ls, рә = 15 
11 1» 22 із 
ПЕЧ РЕ У 5] ДЕ 
“= 
38.775 
0.2824 0.01437 
— 15.102 -—0.2638 9.1355 
16.8119 0.5785 --12.,4452 24.7396 
0.4783 0.0076 — 0.0992 0.3309 0.06132 
— 164.44 —0.5283 48.2435 — 45.5067 --3.8509 9651.2119 
— 0.877 —0.0172 0.4529 — 0.7810 —0,02129 3.3604 0.03067 
и = 
4.3102 
— 0.0268 0.0005 ` 
0.0224 0.0037 0.5714 
—0.0730 0.0032 – 0.0820 0. 4401 - 
0.0368 — 0.0007 — 0.0640 0.0093 0,1302 
—15.6200 0,2541 2.2899 —0.5793 .-2.2714 328. 6400 
—0.0370 0.0002 9.0059 — 0.0032 0.0038 0.2405 0.000 


它们 的 三 角 分 解 是 


-206- 


6.2270 
0.0454 0.1110 
--2,4253 —1.3851 1,1542 
L, = 2.6499 4.1099 —0.1737 0.7271 
0.0768 0.0367 0.1195 —0.0089 9.1093 
-26.4078 6.0518 --6.4426 —6.1635 -6.3995 12.0404 
-р.1409 —0.0970 —0.01139—0.0956 --0.0281--0.0024 0.021 


2.0761 
— 0.0129 0.0188 
0.0198 0.2042 0.7277 
L,= | -0.0351 0.1477 -0.15355 0.6273 
0.0178 -0.0245 -0.0813: 0.0017 0.3502 
-7.5237 8.6408 0.8332 -23.1758 —5.2902 12.5924 
- 0.0178 —0.0012 0.0101 —0.0041 — 0.0079 0.0043 0.0181 


%12 EKAA 


m 号 ИС», G) бау, Са аз Су, С.С, Ga 


юш мы осм л %& Q мы н 


чу 
+ 
шз Cn Ал ык ал о М \л ол ГА 


оар бы AQ Уа чї бөз із іа í къ ім 
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用 它们 对 原 35 个 样品 进行 回报 ,情况 列 于 表 12. авт" 
的 表示 误 判 : 表 中 只 有 一 个 误 判 , 为 了 醒目 , 一 般 将 回报 情况 综合 
为 表 1.3。 计算 表 明 氢 合 的 程度 是 注意 的 . 


52. 员 叶 斯 (Bayes) 判别 


上 节 我 们 从 距离 的 观点 讨论 了 了 判 界 间 题 ， 而 淹 别 间 题 可 以 有 
许多 不 问 的 方法 来 解决 ， 贝 叶 斯 方法 是 目前 使 用 得 最 多 的 方法 之 

НАЛ Go o GANAS mat р), >>, 
РАСУ) С ЕЖЕ), Dis ttt’ Di E Ry 的 一 个 划分 ;判别 规则 
采用 


y€ Ga 如 3 ЖАР. із-1,2,--:. À, (2.1) 
НІС, ү) АННАН G, ADI G, 的 损失 ， 这 一 误 判 的 概 
率 为 . 
P(;]:; Di сссу Юу) 一 | pity}ay: ізі. р 1, 53, k. 
| (2.2) 
БК А 2-SHK ЕЕ ER л. ++, ғ» 则 通过 划分 
Do ttt’ Di хиих 
ОО, : ` р) = 1 У) Ji > Llis PGs Di, ++, D,). 


| (2.3) 

所 谓 员 时 斯 判别 评 则 就 是 选择 С, 55, D, tE (О, +++, ра) А 
到 极 小 ， 下 耐 就 来 找 求解 О, ,Di 的 方法， 

在 实际 问题 中 , щу 落 到 {Di} Л Вр, HEERKE 

唯一 的 ,可 以 判别 为 落 到 相 邻 区域 的 任 一 个 (参见 上 一 $) ,如 果 好 

вав рб) 一 Ў) оноо жир) ZIDAR MENE R 


们 所 求 的 (D) 往往 都 不 包含 边界 ,这 时 {0} 并 不 组 成 空间 的 划 
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分 ,但 在 几乎 处 处 的 意义 下 (对 概率 测度 p(x)) 组 成 空间 的 划分 ， 
` қ 
即 Ro \ U р, йй: О: ХЕМ (гі) 为 贝 叶 斯 判别 的 解 ,其 


至 当 к„\ |} Di 的 测度 大 于 零 时 , 落 到 了 边界 上 的 点 允许 随机 地 划 


ізі 
分 到 相 邻 的 竺 一 区 域 ， 这 时 为 了 方便 也 称 {Di} 为 册 叶 斯 判别 的 
Ж. (ГОТ м ТЖ. 
ЖН21 当 事 前 概率 {ш}, 一 体 分 布 密度 ір, Су) 和 损失 函 
数 {Lti, 7 让 给 定时 , 风 时 斯 判别 的 解 Dis tees D, № 
D; = {у: Му) < Абу), рее А =, В, 
(2.4) 
其 中 


(эу) 一 5 РОТЕ, D, 4-1,2, 9,4. (25) 
іші 


ШІН 
ы Å 
> 2. omron p(s)dy 70, (2.6) 
则 Rn NU D: 的 概率 测度 为 0 (对 РС). 
证 明 ”由 (2. з) R (25) 式 ,平均 损失 为 


ғр), -era Dy) = > >) ІСІ, ПРО Di сзсз,» го 


іі 


k 
= 4500 D], nO 
гі Фі 


іші Ж 


к 
- > {, h Cy)dy. 
和 如果 空间 Re 有 和男 一 种 划分 Р}, ++, РЕ, WERTH 
қ. 
200,5 DD = У fop Oan, 
іті 
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260, 4...) оь) — gt D+, 4.5 рғ) 


к k 
= > > [at Е 169) -- 69 14у. 


ісі ісі 
由 D, ну. 在 D, Е Я: Су) =< (ty) 对 一 切 成 立 ， ЖЕ 
式 所 0, 这 说 明 2м, - ' * ,Di 确 能 使 平均 损失 达到 极 小 , 它 是 由 时 斯 
қ 


тал Вене MARAH 


AA А. Су) ЖЕНШ КЕЗЕ ЖЕ Х ЖЕНЕ G, 的 样品 错 
分 为 其 它 类 的 平均 损失 ,这 个 定理 说 明 使 总 的 平均 损失 gD es 
Dp 最 小 与 使 а) 达到 最 小 是 等 价 的 . 
Ж 加 果 LG, 1) = бш, ШІНДЕ. WE 1, e А» 
D, = {у:арабу) > ар). рр, -tra АҚ (2.7) 
证 明 BHETH 


k 
h (y) = > qp (y) = 1 — g ip (у) 
INI 
ШЕУ Ва (2.7) A + 
下 面 转 入 讨论 内村 斯 解 的 允许 性 ， 令 


K 

r: Di, +, Dk) 一 > LÇ, į) Pil; Dis +, Б), (2.8) 
РЕН G, 而 将 它 错 分 (事前 概率 等 摄 时 ) 的 平均 损失 . 

定义 2.1 设 空间 有 两 种 划分 D = (Ds ..., Ы), D* = 
《Dr 如果 对 每 一 个 1 一 1， 2 成立 : 

rG; Dis 55 р) < "Ы, +, DE), 

MEDRE D* 差 。 如 果 至 少 还 有 一 个 i 使 上 式 的 不 等 号 成 立 ， 
Др". о" 比 卫 好 , 则 称 忆 是 容许 的 . 

枉 一 个 划分 DD 如果 不是 容许 的 , 则 肯定 能 找到 比 它 好 的 解 , 因 
此 具有 容许 性 是 解 的 基本 要 求 ， 

定理 2.2 如 果 4: > 0, £= 1, g Å» WRAHA 
的 . - | 
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ШЕҢ БРД , ЖЕЛЕ, ДИЕТЕ AR 
a D* 使 
г D = rG D), iml, e, k, 
《这 里 „(45 2) A rG: Do tets DOARRE ЖЕ, H rG: ОЖ) 4 
R, В 使 
"Саз D*) < (5; Рр), 
Rg > 0, 从 而 


k қ 
ECD rs DO = Уаз D) < 57400 реу 
ізі іс? 


= g(DF, +++, D£). 
хрен. wD EmirA 

定理 22 中 а,>0 的 条 件 能 省 去 摔 呢 2 下 面 的 定理 回答 了 
这 一 问题 . | 

定理 23 WẸ LG, 四 一 8， В. 

Pp) = 0[6,) = 0. -- іл), Fel, k. (2.9) 
则 贝 呈 斯 解 是 允许 的 . 

证 明 设 D=O n’ DO 是 内 叶 斯 解 , 不 妨 假定 
доз с = q, = 0, д> 0,4 == 1 -1,--, k. ЗЕН Ра, D, 
СЕ КЕШЕ НАЯ, D, 的 测度 大 于 0 ,由 
(2.7) ЗЕМ рә) = 0,1 = , +1, -.., д, БЕША. 其 次 


(25р) = УТРО: Бы +++, Юу) 
рет 


= 1 —PG] Ds DD) 


一 一 |, ау = 1, ізң1,:%-:,;, 
而 别 的 任何 划分 D* 当 DP 的 测度 大 于 零 时 ,由 假定 (2.9) 式 
rli; 一 一 fas pay < 1, 


Жопа D* 是 允许 的 ， 则 必 有 Dr, e DRZNA. 因此 我 们 
先 考虑 前 * 个 区 域 为 零 测 集 的 划分 的 类 Z. MDa DO 
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ЛСГ ЯН рУ), б» РЕНО ДЕР Я, 由 定理 22, = 
是 允许 的 ,再 加 上 前 面 的 说 明 , Di +++ „ОЮ, 在 鹃 。 中 是 允许 的 . 

节 后 证 明史 在 一 切 划 分 中 是 允许 的 ， 如 不 然 ， 存 在 刀 " š sp. 
《不 妨 设 DY 的 测度 大 于 0), E. D* ИР, РЕ 


Ра Dis tta D.) = МОР — 1 — rD) 


< 1] — +G; DH = Í; b :Oy)dy 
= PO]is DŽ, ees ВО, i=2,.... k. 
由 Dr 的 测度 大 于 零 太 定理 的 假定 扮 知 P(1|1: Ог „з, D) > ü, 
现在 我 们 定义 


空 集 ， =, +, Р, 
р** = {р}, оф, tl, c, 8-1, 
DEUDYU---UD*, š = k, 
于 是 立即 可 知 : 


РОДЕ: ӘР, oes DE) 一 0 一 1 
Ра DY*, ---, DE*) РОН DE, +: DE) 
>Р] Dott D), ізі 1, kl, 
PCR |А; Dr*, tty рұ*) х= РЕЖЕ: ог, tta Dk) 
+ ВИ: D#, +++, рус P(k]&; БЕ, ---, РУ) 
Z= РЕ; Dis +++, Da)» 
这 说 明 (ЮА. to DX*) ТЕ (m — z) 维 的 判别 问题 中 比 内 叶 斯 解 
(р... В. р" 不 可 能 比 D 好 , 品 是 允许 的 + 
反 过 来 也 是 对 的 ， 在 适当 的 条 件 下 任何 一 个 多 许 解 都 一 定 是 
内 时 斯 解 ,有 关 论 述 可 参看 安 德 生 书 145 一 147 15. 
利用 上 述 定 理 , 对 一 些 常见 的 情况 可 方 恒 地 建立 判 副 函 数 。 
例 2.1 大 一 2、 此 时 由 (2.57 4 
Ак) = pOL, 1), 
269 = р. бу) ЕК 1, 2), 
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D, = {у: РЕ, 1) < mp СЕС ‚ 2)}› (2.10) 
D; — іу: СО, 1) > qp G2L(1, 2)}, (2.11) 
Wm LCG, {у = б, 时 ,上 式 化 成 | 
D. = іу: рабу) < pl), Di ly: ар) > ар}, 
(2.12) 
这 与 定理 2.1 的 系 是 一 致 的 . 
#1 2.2 6-2, p (y), ROD 分 别 为 МиР, VD, МС, 
ӨР Ф > 0, 4а > 0. 这 时 


1 1 | _ 
(ayra № ехр 1- 2 Су — ноу у «у — нө), 


угу] exp f- " (у — а®Уу Vy 一 аз), 
НЕМ, рн 


(е ШЕН ато ситото 


1 DY Tr 一 1 — 
+210 e”) у ызу, 


ny) 一 


һо) 一 


或 者 
— {© — уу-у — a) — (у — PYV - н®)} 
=> log =, 
由 上 节 的 扒 导 可 知 , 上 式 即 
(» -eP ta? = и” ) Риз — и) > loges 
得 到 


D, — (y: 一 下 FID 一 P9) > log cl, 
D, = (у: (y — ВУИ (а — р) < logejs 
Жш д = (д? + ua”, AA L igla = 
D, = {у; W (y) > log =),D, = {уг W (y) < log e). (2.14) 
注意 ,此 时 


(2.13) 
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一 -一 аныча н. зидана с У па о a e a 


с = 912, D | (2.15) 


101,2) 

当 g = 42» Г.(2, 1) = L(1, 2) BF, с==1, loge = 0, (2.14) 所 决 
定 的 Du D, 15 (1.9) 完全 一 样 。 这 说 了 明 当 两 母体 事前 概率 相等 ， 
误 关 损失 重光 常数 时 距离 判别 与 由 时 斯 判别 是 等 价 的 . 

912.3 设 Gott С, 的 分 布 分 别 为 М.(и9, г), --., 
Nal, У), LG, j) = 84, 这 时 由 (2.7) 式 得 

D: = іу: qipi (y) >в, р Е, +, Kjo 
i=l, ttt, k, 

因为 


1 
4! ТУЫ раі 


1 ry- 
Х exp {— 2 (у- pP YVO- y — ызу), 


gibi (2 = 


1 
Су) log СО р Су) ) 一 loggi 一 > log 17| 


- >. уу + руу 一 2 кулш, (216) 


当 И =... VD 一 VV 时 ,将 上 式 与 1 无 美的 量 去 掉 并 不 影响 
D, 的 范围 , 记 
Ф. Су) тә log а: + ЖД 一 二 артта, (2.17) 


于 是 由 叶 斯 解 为 


Р, = іу: бу) 一 шах}, {== 1, +++, k. (2.18) 


定理 24 如 不 个 母体 的 分 布 是 Nala, V), erta Мы, 
и), ІС, f) — ёз 则 由 时 斯 解 为 (2.18). 
ПЯ А КАНАР ЕР, НЕ 2.1 ЖА (2.16) zü 
D, = {ус шбу) 一 max, 0), 1=1,--.,&. (2.19) 
有 关 计 算 方法 就 不 详细 讨论 了 . . 
ТЕШЕ ИТ ЖЭ ЯП ЕЛЕНА Ж. BJ 5 Pe У 已 知 时 , 它 
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МН 


ЖАС, 类 的 概率 , 记 作 РСС, |y); АЖЕ АННАН ЕЕ, 
Raka 0 B. ВИ, 


а, (2.20) 
22 ЕР 2152) | 
ЗЕЕ АЖ, ЕН (2.16) 得 
Gly) = 2. 
Жш» (9) 


由 于 еч” ЖРНАХ, ЖАНЫН. ТЕН ЧИ ЖИЕ 
ЕЛА г “得 
и mas ЕЛЕН 
PCGily) = тк ау йо» 
ізі 


当 总 体 的 参数 未 知 时 ， 可 通过 栏 本 来 合计 ， 这 些 .上 节 均 已 说 
过 ,不 再 重复 。 


$3. ЕШ (Fisher) 的 判别 准则 


ЖЕЛМЕН ГН НОЯН, Ж ЕШ ЕГ. УХ Ж! 
AH ERAS, h E PI Е — Borel БИЖ. 

3.1 ЗЕНА ТЕР БИЗДИ АНД „ТЕПЛЕ Ж 
ЖЕТУ ЗЕ БЕН НЫ КЕШ — F S ФЕН ЯБА. ПЫ Ж НЕ БАЗЕ ЗВ 
tA ERTE RARR ЕТЖ ЕН ЗЕ ЭЧТ р. 

设 有 大 个 母体 Gottes G,, 相应 的 均值 和 协 差 阵 分 别 为 
VW 任 给 一 样 时 у, ВЕНЕ 
aky) = ну, MEYERE 6 的 条 件 下 , иСу) 的 均值 和 方差 为 

ei = Elu |G) = a), iml, +... Ë, (3.1) 
si" УСиб |С финты, ЕТ, +., Ай. (3.2) 
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_ < í < 3 

В, > (z, 一 % > “) 3 (3.3) 
k k 

Ев = Хы 一 > ии, (3.4) 


B STEHE Н КИШЕН] ж, E 相当 于 组 内 差 , 运用 方差 
ПАТ, рН = {И 
u) = Во . 
АС А Б, (3.5) 
ЖЕНЕ, А(а) 称 为 判别 效率 .如 令 
* 一 in ил 
H ғы p$ Әм» В н (һ Е J jæ (3.6) 


* 


Е--УСУ, (3.7) 
i=l 
АП Б) А, 
В, Вя 
А(#у=—%— =“, 3.8 
ч) Eo wiu 38) 


显然 B, ЕН AE fa ІН -A t 6, А(и) 的 极 大 值 汶 方 程 
ІВ--АЕ|-0 (3.97 

的 最 大 特征 根 , 记 方程 的 非 零 特征 根 为 А 22 65 =, Жм А 
ара 的 特征 向 量 就 能 达到 要 求 ， 于 是 有 

定理 3.1 REEI FRIS HEADES и (у) y ВУ и 为 方 
Жұ (3.9) ПО КЕША м БО МВУЖИІЕІНІ Е a, НАЯНМНУЖІНІЗА 
Ж аба) = А, 

Елін ЕН — ТЕНТА КИЕК НЕЛЕ WT E 5} 5 ЛУ BE 
体 ,可 取 5› Ж] ЛУНЫ ШЕ] а, 建立 第 二 个 线性 判别 函数 шу. ЖП 
还 不 够 ,可 用 4 建立 第 三 个 , 依 此 类 推 

Жі 如 站 一 2 Te У БЕ, ДИН РАО 
Ж ЭРА ЖЕ ЖИ] Я Ж 9 
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111, 1 


«СУ = ғ ағыу — и), 

А(и) — + (ио 一 Ky + и)? — н), (3.10) 
证 明 这 时 易 兄 

Е — > (из — аза — „ФУ, Е — Vo + rt, 
1 
Ри — о и — иуи 

“СР® + ии 

利用 第 一 章 矩 阵 徽 商 的 公式 , 求 2 一 0, 经 适当 整理 得 


{1} (z; = „iÑ 2. ,12) 
И + VP ju = = ыз, 


Alu) жш 


. (3.11) 


К А 
и = (V) + VPY uD — ua), (3.12) 
代 人 到 (3.11) p Alu) 一 (9, — ay (V i+ VY ~ 
РШЕ: 

шын ан Ж ШОШЫП ЯН RIIA 2 — 2 时 
ЖИЛ. ВЖ УВ, 575, уйш: ИЙ» с Уб, ШИМИ ЙЧ 
估计 是 熟知 的 .为 了 估计 (Pi + VO), 一 种 办 法 是 用 第 一 个 母 休 


的 样本 估计 УӘ, 用 第 二 个 母体 的 样本 估计 Р, АҚЫНЫ. ИЖ 
1 


Ака я P, = $1 ?, 一 S23 
nL — 4 п 一 i 
(ВО + ауа 1-1, (3.135 
пр — 上 na m 1 
男 一 种 方法 是 将 它们 看 成 等 苏 差 阵 , 可 将 样品 混合 起 来 估计 
(уә e) 一 1 ($ + 5), (3.14) 
т + ħi — 2 


于 是 
но) — (m + n; — 2)y' (8 + SC — y), (3.15) 
或 者 (其 理由 下 面 将 说 明 ? 取 
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ибу) = ус + 5,у Су? — у'®), (3.16) 

Ш яу = nz 时 ,两 种 方法 是 等 价 的 《wly) НА ЭЕ — E О), Ч 
m 与 s 相差 不 大 时 ,两 种 方法 是 近似 的 ， ы,» mt 或 租 反 ) 时 ,两 
种 方 靶 会 差 得 较 远 。 在 等 协 差 阵 的 情况 下 ,显然 《3.167 式 更 合理 
一 些 , 因 此 目前 采用 的 方法 大 多 为 (3.167. 

费 歌 准则 的 判别 臣 数 并 不 唯一 ,如 sQ) 《不 一 定 是 线性 函数 ) 
是 费 歌 痊 则 的 判别 函数 , 则 对 任何 о(>>0), 2, awty) + p BEE 
的 判别 孙 数 ,这 种 不 唯一 性 并 不 妨碍 它 的 应 用 ,因为 这 时 仅仅 给 出 
淹 别 函数 而 没有 给 出 判别 规则 。 下面 我们 就 来 讨论 判别 规则 的 制 
т. O 

SHA THER, ЕТА ТРА m SE 25 [HJ И — 
条 直线 上 ,所 以 制定 判别 现 则 等 价 于 讨论 一 维 的 随机 变 县 wty? 一 
wy。. 在 距离 判别 中 对 一 维 的 情况 曾 有 过 讨论 , 那里 有 两 种 定 法 ， 
СА = 2 时 ) 


| . 

д (e, + е)» 63.17) 

p- Ew 十 2148 (3.18) 
РІ + 71 


相应 的 划分 分 别 为 

D, = (y: u(y — в) 220}, D, = {у (y — A 0}, 

DË = [y: - и?) 220}. DE — (у: н (у вк) < 0}, 
这 两 种 判别 规则 在 实际 中 都 是 经 常 使 用 的 , 当 参 数 未 知 时 ,可 用 佑 
HERRE, РА МАРИ А Ар ЗК НЕШЕ ТТЕ. 

如 果 有 +r 小 线 性 济 别 函数 (r > 1), абу), +, (y), ЗАЎ 

{р ЖЕНУ т Шанағы”, ВРЕ АНАА 
互 无 关 , 这 ”个 新 指标 相互 无 关 ， 为 了 便于 相互 比较 ,需要 将 这 些 
判别 函数 的 方差 变 成 相等 ,这 里 不 妨 假 定 它们 的 方差 已 经 相等 了 ， 
对 这 + 个 新 指标 可 用 距离 判别 法 来 规定 Di 2. De 由 于 它们 相 
五 无 关 ; 马 氏 噬 离 化 为 通常 的 欧 氏 距 褒 ,如 令 с, 一 ЕСи;0У2|6;), 
ДІ 
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D, = fy: > (и) —еш4)#< У) (абу) е) 
іші ігі 
0, аА =h ӘЖ. (3.19) 


32 ШЫЙ TASEA 

G) ВЕНЕ, НЕХ 
与 距离 判别 是 一 致 的 ,而 与 贝 叶 斯 判别 不 同 ， 

Gi) 44 = 2 Е, РӘ = р = р, ДЕН (3.10) ЯП (1.5) 
容易 看 出 费 欢 准则 与 距离 判别 是 等 价 的 。 而 当 VD x у р], 费 
歌 准 则 用 VO 十 V 外 作为 共同 的 协 差 阵 ,实际 看 成 是 等 协 差 阵 ,这 
与 距离 判别 和 风 叶 斯 判别 是 不 同 的 ， 

(ш) 如 果 费 歌 准 则 不 限于 线性 函数 ,而 是 任 一 Bor! ИЖ 
Су) БЕСС ро) Жо, 这 时 


ei = EUO) IG) = MORO 4-1,2, (320) 


и VUGD = [UO — нра, 4-1,2. 
| (3.21) 
.选择 и (у) 使 
= 《el 一 ел 
АС(и) “ити” (3.22) 
ДК, RHR THIRRE БИЕДЕ] АНД. 
定理 3.2 МАО, ВАС 
别 规 则 ?与 由 时 斯 判别 的 解 是 等 价 的 ， 
ШІҢ Жоо 是 使 (3.22) 达到 极 大 的 一 个 Bod РА, 4 
aky) = шу) + arly), 
Жей Юу 536, (у) 为 任 一 Borel А, В EAIA (3.22). в 
于 АСаСу)) Æ «(у) == абу) 时 达到 极 大 。 必 有 
ӘАҚаСУ)2 --0, 


Әс == 


及 而 得 (此 处 oi, 23 №4 ибу) 一 побу) 时 之 值 》 
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С + Сабу) рО) — (e — eX (y) m) 


— ар бу} 十 бу? р,Ку) — ору) Ау = 0. 
EARNE (у) 均 成 立 , 故 必须 有 
Kri + СУ — рабу) ) — (a — e D[u уурі бу) 
— ep G + ОРУ) — еру) = 0, 
мН 
ауу) = (Ка — RODY) + арку) + epl) ИСУ) 
+ робу) = КЕСКЕНДЕ? 
= G: — дру) МРК) + р), 


其 中 | 
r= (rit i ста en 
取 
并 二 
2z + $ f 21+ š 
В 为 任意 实数 , 则 容易 验证 


= сш = G) — Ер») 3.2 
иу) (у) а ЕС" (3.23) 


因为 (у) ЖЕЛЕДІ. ДАЙТ nky) GÆR ROEE. ШЖ 
H 
Р, = {у; ибу) 220), D; = (y: абу) < 0), 
ШЕН (3.23) 得 
D = {у: nG) > ёр,бу)}, D — іу: AG) < ёр(у)). 
WE 8 == т/а go p ПОЧАК Сі, G, НИНЕ, H Di D, 为 
LG, 让 一 05 时 的 贝 时 斯 解 。 所 以 对 费 歌 准则 的 解 x《y) 如 现 定 
p$ Gi 如 wty) >0, 
YEG и) < 0, 
MEZARA S ГДЕ ЖА Б] ЖЕ ЗЕ Dr B: 4 | 
Су) 费 鞭 准则 的 组 性 判别 函数 与 回归 分 析 的 关系 . 
ЖА G 和 G, НАТ ғ Же БА В, к; д, e 
rih EX- TREE y: 
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-性 a= |, iml, т (324) 


I, а= 2, įm >>, пі; 
用 回归 分 析 来 建立 》 与 x 之 间 的 关系 . 为 了 使 op 的 均值 为 0， 
便于 推导 , 改 用 下 面 的 定义 更 为 方便 


м5 


сы; em 1,11, › ту 
1 1 
=, (3.25) 
1 a= 2,1—1, s йт. 
ту + mz 


> Ууу — 0, 我 们 希望 建立 回归 方程 


пр + прасі ізі 


这 时 y = 
| $ =a + 87, 
让 回归 分 析 的 理论 { 参 见 第 五 章 4 1), ЖЬ 的 正规 方程 是 
> s У С ШС 一 -5 УХ уб — 2), 


“-1 ті a=] j=l 


(3.26) 
其 中 . 


x = _ < У к, 


ni m- m Пу а ті іші 


РУИНЫ 


2 
` “оз — ERY — xY 


== = = 


= > У) G — EOK — фу 


ас-і:ш-і 


--тт (ә. дуо „ зву 
hi + я} 


.2214. 


— 5,0% + 58,0» + Я? _ (= -- хх — zy, 
m + m 
Еш 
5, са) = >: е — DETEN — zty", с =], 2. 


利用 у 的 定义 ， (226) 的 右边 为 


УУ УЭШ — D = IG — =) — (#9 — 21 
1 


aci ¿=£ 


аш: (ғ 一 жауу 
ы — (м = . 
п) + т: 


将 以 上 结 НЯ АФ (3.26) 式 得 
(5,0 + S.G) 十 у (zu — ЖС — хур 


— ыы (х0 ша озу, 
或 者 | 
(5,9 + Sb = (3 — хр, (3.27) 
其 中 | 


е = т (ү 一 (XD — ұту), 
ni + Н» 


它 是 一 个 数 ， 在 线性 方程 组 中 , э Ши ЖЕ Н ЗЕ АЛИНА 
解 也 为 原来 的 解 疝 要 此 数 ,因此 ,在 (3.27) RAE e 所 得 之 解 , 与 
{3.27) 的 解 只 差 一 个 比 便 常 数 ,车 一 个 是 费 歌 准则 的 和解 , 则 另 一 个 
ШЕ 后 的 方程 成 为 
(Sauna + 8,0) = (XD — 00у, 

解 得 

р = (5,400 + уюу (ЖЧ) — ұту, 
5 (3.16) 比较 ,说 明 对 于 两 个 母体 的 判别 , 费 歌 线性 判别 前 数 与 线 
性 回归 方程 《 除 常 数 项 a 以外) 在 形式 上 是 一 样 的 ;如 果 在 回归 分 
йт В дї ЕКА ЯП ЫЛЫҚ 《 差 一 个 a) ЖӘЕ. PS 2 НБ] 
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是 完全 一 致 的 .对 于 多 个 母体 的 判别 ,两 者 是 不 是 还 是 一 致 的 呢 ? 
回答 是 否定 的 ;但 两 者 有 密切 的 关系 ,在 第 六 章 将 进一步 讨论 它们 
之 间 的 关系 。 

例 3.1 对 例 1.1 = ВД, ХРАНИ, И-М е 
除去 ,用 其 余 七 个 变 芋 来 建立 线性 判别 基数 。 


Б 


НИЯ 1.1 中 的 计算 ,有 
$: + 5, = 
21.5553 


85358.9156 147934.144 
-6.9078 —891.275 86.1857 
1.2717 >-1458,850 11,7609 93.935 
56.4293 101.130 --21,2048 53.587 1095.49 
0.2595 --78,762 0.6251 0.679 4.810 0.2231 
935,5500 31216.130 — 768.598 544.587 4677.700 — 18.0352 90486.22 


жи (5, + 5,у (уз — 9), ИТУ (S, + S)z 一 
GY — y”), 解 得 
я = (0.0202, — 0.000103, — 4.0175, 9.0156, 
0.016, — 9.733, — 0.00161). 
从 而 线性 判别 函数 为 
ибу) = 0.0202у, - 0.000103у; 一 0.0175у; 十 0.0156у; 

+ 0.016у; 一 0.0733у,-- 0.0161 ув» 
将 7m 和 了 2 {А 

«(учу = 0.24714, u(y == 0.02378, 


33.1 训练 样本 的 回报 


编号 | Сау 


0,069 29% 0,192 
—0.046 30 |-0.069 
0.032 31 [—0.1713 
0.064 32 0.604 
0.032 33 |--0.036 
0.054 34 0.046 
0.136 35 0.072 


(ув 


(уса) (уно 


.232 
118 
.455 
.174 | 18 
174 
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Миа АИЫ С, (3.17)) 
а = + (FP) + «(®у) = 0.13546. 


对 不 样本 СО Е РЕЖЕ) 进行 回 报 的 结果 见 表 3.1， 错 报 的 
有 三 个 样品 ,汇总 成 表 3.2, 读 者 试用 另 一 种 聊 值 点 C(3,18) 式 定义 
的 ы) 来 进行 判断 ,并 分 析 其 间 的 关系 . 


az диня 
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木 章 第 一 节 我 们 讲 过 ， 用 判别 分 析 的 方法 来 判断 样品 的 归属 
是 会 犯错 误 的 ,衡量 这 种 错误 的 尺度 在 中 叶 斯 方法 中 用 损失 也 数 ， 
Воля. в LG, j) = а, hF, EH (2.8) 式 


k 
r( Dis +++, Da) = DI PGU; Бь tts Б), (44) 
ге! 
这 时 样品 来 自 G; 而 将 它 误 判 的 平均 损失 正好 等 于 其 误 判 概率 ,这 
说 明 两 种 表达 方 落 是 有 密切 关系 的 ， 尾 何 一 个 问题 总 希望 判断 得 
越 准确 越 好 ,因此 计算 误 判 概率 对 实际 问题 是 十 分 重要 的 ， 
我 们 先 讨论 下 一 2, EAEEREN. i Go С. 两 母体 的 分 
HAEE Nal, Ру, М.(о, 7)， 我 们 已 经 证 明 ， 这 时 距离 判 
别 ， 婴 叶 斯 判别 和 蓉 欢 判别 三 者 是 等 价 的， 其 用 来 判别 的 函数 是 
W (у), 


а) 2) \' 
WD = (y Ту ренә е), (42) 


样 显 ? 来 自 G, 而 误 划 为 С, 的 报 率 记 作 РО), ERE 6. ПИЯ 
为 61 的 概率 记 作 РС |2}, TÆ 
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P(2|1) = PCW (у) са |с)» (43) 
PCQ112) == FOF (y) > 4162), 
其 中 了 为 某 个 常数 ， 在 下 离间 别 中 4 一 0， 在 灰 叶 斯 判别 中 4 一 
log (42102, 1)/ 101, 2)7; 在 费 葡 准则 下 4 可 以 取 作 0 或 别 的 
$. РНИИ ЕН Ио 的 条 件 分 布 , 我 们 
分 两 种 情况 来 讨论 . 
4.1 参数 已 知 
定理 41 що, з, рая, жй с 下 
WO) 的 分 布 是 N (©, а), 在 条 件 G, K W G) 的 分 布 是 Ne 
в 
(26). Же 
“ — (и — РУУ — ut), (4.4) 
证 明 在 6G, 条 件 下 ,y ~ ио, V), W Су) 是 ? 的 线 狂 函 
数 ,由 第 二 章 它 也 是 正太 分 布 , 且 


(1) + д? 


ECW (у) |G) = (=> 一 —— р-Қаз-- 49) 


= l (шз ayy- — y = 1. 
> (н Н) (а — иэ) 5 “, 
FEW (у) l С.) шәк [ИК до — 12) ТІРІ рш — a™)] 
= (аз = ур д — a”) = x, 
жн ©, Ж f F WG) ~ Ni( ©, в), Я-ТЕЖО + 
Ж 在 定理 的 条 件 下 由 (4.3) Ех 


PC211) (4:2) 
Sa 


(112) € М z) 
к(1|)у=1—Ф\ с), 
Va 
НФ Лир, 
UERR H (4.3) AREE, 


| (4.5) 
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4 1 = — 2)2 
— f 2а dt — г 
-of Ixa т” А/2ш 
а-- а/2 
= Ф | —— + 
(=) 


m= 


dt 


PID = | - (зу 1 -47 


利用 误 判 概率 也 可 以 来 确定 4， 一 种 自然 的 想法 是 鸽 最 大 的 
ИАН, ^, 或 简称 航 小 极 大 原则 (minimax), ЩЖ, d 应 
满足 方程 


= б | 
d-> 2+5 | 
4-3) -1-Ф (==) (4.6) 
ж у 
БЛОХЫМЛЕМЕН 4-0, БН. ШЕИ 
判别 中 的 损失 函数 的 概念 ， 求 极 小 极 大 原则 解 2 的 方程 就 变 为 


Есі (472) L(2, 1) | - (3) (4.7) 
3 Sa > Иа Ы “ 


显然 这 个 方程 是 容易 求 数值 解 的 ， 

HDRT < ЖЖ ЕЖА. ойх, до 与 ai 
的 马 氏 距离 越 大 。 即 两 个 母体 分 得 越 远 , 误 判 概率 越 小 ， 

4.2 PRERA ШЫ С, G, НТ = Ñn 个 样品 ,分 别 为 
у, ...: ИЕ № уз, tto у. Щн”, ие, 的 估计 秆 是 


+ в, 

_ _ 1 

ую 一 > 5% 52 — У, 
1i į=1 


#2 tel 


1 
Р ~ s + S). 
ЖЕНА "С, 
W G) 一 (> - меу PD — уз), (4.8) 


ИАЖ и (у) 的 分 布 就 比较 复杂 了 ,但 由 多 维 的 中 心 极限 定理 ， 
可 以 推 知 
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#842 ЖЁБ К.Ш э oo, n: — оо B, УЕ G1 条 件 
Ж ©) 的 极限 分 布 是 N (<, =), 在 с, REEF W ORRA 
布 是 N (1, =). 

这 个 定理 我 们 就 不 详细 证 明了 。 在 参数 未 知 的 情况 下 有 如 下 
的 解决 办 法 : 

G) Жы», wm, V 的 估计 值 代入 到 5。 的 公式 (4.4) rh, ЖА 
用 这 个 = 通过 (4.5) 来 计算 PC211)》 和 PC112)， 这 个 方法 叫做 多 
重 代 蔡 的 方法 ,显然 这 种 方法 是 非常 租 猎 的 . 

(и) 这 是 上 一 个 方法 的 修正 ,用 估计 值 代入 (4.4) 得 “的 估计 


> 


Fy 


é = (уо — AYP- — уэ), (4.9) 
ЖЕРДЕ ЦЕН у Es S, fki, у 55 5, Нах, Ey” 一 
шың ша д, —. 1 == — 1 _ 
М. (вә > Ly}, МУ, (ве 3 二 р nn 2 (s, + 
5%)» 5 ~ W „Са 一 1, F), 837“ W „Ста —1, 7). 由 此 可 得 
$, + S; (я + n — 2, Б). 


= - пу т п 
ұз 一 уе РАА ы, (э — ш?, ті 7 , 
пін; 


АПТ, НЕЕ 3.3 可 知 
(m+ m 200979 — у®у |" (5, + зр] (у® 5) 
#1) 


~ Тт n + п — 2,Һ9-- p”) 


或 者 
(Ce 了 一 一 ~T Kms m + n; 2, p? ы”). 
mi + ny 《Wi + n — 2)" 
ERF 315, RA 
| тіз р ntm- m-l 
(m + т) + n, 2) т 


~ ЕСтті-Елұ- m — 1, 4); 
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其 中 站 一 (pm — у |+ >] Ge 一 we) 和 用 非 中 心 
分 布 的 性 质 , 可 以 求 得 


El} = ттт 2 (e + =.) (4.10) 


Zm 十 m; — ют — 1 atn 


юаня ов, 4> о.о (027) жөн 


Жи 9(22) 是 (2—27) 的 一 个 不 足 估计 ， 
ya 
修 政 的 办 该 自 热 是 用 БЕ: жк, 
s. Кто ml р тпүз_ 
= | + m, — 2 mtn вар 


ne (e262) жатма) 


ИНН, жан 
НАНЫ Е АСЕ ХАН НЕО (SIF, НЕ ЕНА 
种 方法 舍 计 和 的 误 漳 靳 率 往 往 偏 低 。 于 是 产生 了 一 种 改进 的 办 法 ， 
用 天 部 分 样品 (例如 85%) 来 建立 判别 函数 和 判别 规则 ,对 其 余 样 
ие їп 15% ) 进行 判断 ,其 误 基 的 比例 作为 误 判 概率 的 估计 ， 这 
种 方法 比 前 靶 估 计 准 确 ， 但 由 于 建立 判别 通 数 时 未 能 利用 全 部 样 
咒 的 信息 ,在 样 扣 量 不 大 时 是 个 很 大 的 缺点 ， 

Gv) 这 蚌 一 种 类 侯 于 “ 刀 切 ”Cjacknife) 的 技术 ,用 增加 计算 时 
他 来 求 得 较 准 确 的 合计 ,其 做 法 是 狠 n + 2 一 4 个 样品 中 依次 去 
掉 一 个 样品 ,用 余下 的 = 一 1 个 样品 建立 判别 函数 ,对 去 济 的 样品 
进行 判断 ， 如 此 进行 = 次 ,用 误 判 祥 品 的 比例 作为 误 淹 概率 的 估 
计 , 有 人 用 蒙特 卡 罗 的 方法 进行 比较 ,证明 这 种 方法 目前 三 种 方 菠 
要 好 ,在 计算 各 日 益 发 展 的 时 代 , 增 加 一 定 的 计算 最 并 不 算是 严重 
的 缺点 。 

(v) i Dy ЖЖ, 

ЗЕН 4.3 — 

a = (GP — IP — уш), (4.12) 
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(а) М жул > k, 0 < & < 1 Ë$ 
{О-о} — $G) + Ñ Фи) 
Ст--1) — _1.^ а 
х k= 《1 + &) (» 4 + ) А 
+ oa), 64,13) 


(У) + a і _ 1 
<a] Ф(и) м plu) 


т 一 1 1 1 и 
х | н) (ж-з +), 4] 
+ oln), : (4.14) 
Жи — m + n; — 2, фа) ХЕ БЕ EE. 
(b) 当 m/m — 1 BJ, 


Р аас) = oG) + 1 GO 
т 一 上 1 1 — 
х [2222 (m + т) ти] + обв), 
(4.15) 
定理 的 证 明 可 见 [27], 从 C4.13) 看 到 :第 一 项 Ф(и) EE 
布 , 第 二 天 项 是 修正 项 , 它 有 如 下 的 性 质 : Ши < 时 它 为 正 , 当 
m = ГЕ АА T а, М m >> 1 Bp о ИКИ. н < 
0 RJ 'E АЖ. AA (15) 比 (13) GETEA, H т)» яз 
相差 不 大 时 可 用 (4.15), 为 使 用 时 方便 , 文献 [27] 将 其 修正 项 列 
RIE, 
ВРАНЬЕ AIREA AAA REEE EA 
Ж. 我 们 在 下 一 2 的 情况 下 用 员 时 斯 准则 , 这 时 平均 误 判 概率 沪 
《以 下 总 设 事前 概率 和 > 0, 2 > 0) 
Р = 2P(2|]1) + aPC. (4.16) 
再 设 两 母体 的 分 布 分 别 为 М.(о, UU 和 МС, VO), Ri] 
Аз SB ЖЁ yr ЁЗ НЕ Л] Ж 


м(у) = у. (4.17) 
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判别 规则 采用 
ре б), 如 #(y) >a, (ала) 
y€ G, Mak Ed, 
取 wd 使 (4.16) 达 到 极 小 ， 前 面 我 们 说 过 , 当 损失 函数 (i, p) = 
б 时 ， 平 均 损 失 与 平均 误 判 概率 是 等 价 的 , 改 这 里 提出 的 问题 实 
质 上 是 不 等 协 差 阵 的 风 叶 斯 判别 . 
用 证 明定 理 4.1 的 方法 可 得 
PGH) ~ Вы) < dle) = e (2 —<a), 


ғ 


四 -ef 


(4.19) 


PG1|2) = RKG) > 41б) —1—Ф(-Ф= 


其 中 гі» ғаз біз 2; № (3.1), (3.22 ВТЕ М, TE 
= de erd 
P а ( P. ) + gË 2 2 ). (4.20) 


ВК РЫ М.Р н 2 进行 微 商 :注意 
дәй бт ораи, ¿= 1,2, (4.21) 


Ән Bu 
Be; Өн н? ti} . 
Yei a VEEL u =, 2 2 
ди Ән P ° : 12. (4.22) 
村 是 
Әр (=) Ө (=) 
— 2 — = М ñ 
Üu аФ ің Ән ti 
+ 2% (2 2).8. 24) о, (4.23) 
Ән ta 
— 1 — 
—2 ӘР... ge (=) 1 pẹ (=) 1-0, 
ди ` 11 т ға ГА 
(4.24) 
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RARI (4.23) 中 得 


ЖИН (4.21) 和 (4.22) 得 
8 (<=) 一 .上 (- а 一 ds . 2у 94), 


Bu ғ еі 21 
9 (2—5) = Lf x, od. аум) 
ди 23 гі # m" 2 * 
Л] (4.25) 中 得 
(e T > - 4 и == — ц, (4.26) 
01 vi 


ЫЖ (426) 可 求解 < 和 4。 这 个 方程 已 有 相当 精确 的 数值 解 
法 ,读者 可 参看 [28]， 


$5. ЛИЕВ 


在 一 元 统计 中 热 知 ,变量 选择 的 好 坏 直接 影响 回归 的 效果 ,而 
在 判 列 分析 中 也 有 类 似 的 问题 .如 果 在 某 个 判别 问题 中 ,将 其 中 最 
主要 的 指标 忽略 了 , НЕЕ НО Е НЭ еж 但 是 
在 许多 问题 中 ,事先 并 不 十 分 铺 楚 哪些 指标 是 主要 的 , 这 时 , ЖЕ 
将 有 关 的 指标 尽量 收集 加 人 计算 才 好 昵 ?理论 和 实践 证 明 , 指 标 坟 
多 了 ,不仅 带 来 大 量 的 计算 ,同时 许多 对 判别 无 作用 的 指标 反而 会 
于 抗 了 我 们 的 视线 因此 适当 筛选 变量 的 问题 就 成 为 一 个 很 重要 
的 事情 。 凡 长 有 入选 变量 能 力 的 判别 方法 统称 为 逐步 判别 法 ， 和 和 
通常 的 判别 分 析 一 样 ,逐步 判别 也 有 许多 不 同 的 原则 ,从 而 产生 各 
种 方法 。 本 节 荐 重 讨 论 指标 的 附加 信息 检验 , 这 是 一 些 逐 步 判别 
法 的 理论 基础 . 

设 有 k ЖЕНЕ Gittes Gis 它们 的 分 布 是 мык, У), ..., 
У.С, 下 )， 今 从 这 元 个 母体 分 别 抽 了 т» +, п, РЕ, 1009 
7 为 了 对 这 不 个 母体 建立 判别 
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Бар ра 
Ho: Н = 一 Ш, (5.1) 
当 Но 被 接受 时 ,说明 区 分 这 不 个 总 体 是 无 意义 的 , 在 此 基础 上 建 
АУ ІНЕН ЖЕН» 除非 增加 新 的 变 盟 ， ЕЕ 
时 ,说 明 这 下 个 旦 和 体 可 以 区 分 ,建立 判别 消 数 是 有 意义 的 ， 这 时 自 
然 要 问 : 为 了 区 分 这 于 个 母体 ,原来 选择 的 这 症 个 指标 是 否 可 以 减 
少 而 达到 同样 的 判别 效果 ， 也 就 是 说 要 去 掉 一 些 对 区 分 起 个 母体 
不 带 附 加 信息 的 变量 ， 
SERER] > oP n 表示 操 个 变量 (指标 ), 我 们 先 从 站 
2 观 上 来 看 看 这 个 问题 。 图 5.1 的 铺 
ФИН 271 可 以 区 分 两 个 母体 ,而 
用 ;完全 不 能 区 分 , 说 明 >; 不 能 
提供 附加 信息 。 又 如 图 5.2, 这 时 仅 
用 7: 或 ,都 不 能 很 好 区 分 两 个 母 
Ж, ды, = ;都 不 能 上 剔除， 图 


| 5.3 的 情况 与 前 两 种 不 同 , 这 时 仅 用 
мо» Ойы) 与 同时 用 22, ІШІ 


图 541 ЕЖ ЖЕН ұш >, 
Фра, 当 指 标 更 多 时 情况 就 更 加 复杂 了 ， 为 此 需要 给 出 
一 个 有 效 的 数学 方法 ， 


第 三 章 $6 解决 了 检验 (5.1 的 问题 ,所 用 的 是 维尔 克 斯 4 统 


7, 
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үя, кта нын өт (АҢ. (СРЕ А». EH E 
(6.9) 得 


a Fl 
Aim) Е + Вр (5.2) 
其 中 
А 
е = У ү,(1- 2) Yo (5.3) 
ә-1 Но 
В = У, п. FF — yy, (5.4) 


әзі 


Е} Е ~ W mkaka и), B — W „СА - 1, У) HEH Ашы “м 
А(т.т"-%,%-- 1). 
ЖП БЕЗИ ПЫ Ж же Еа r r 个 指标 ,我 们 要 检验 号 外 м, 
个 指标 对 区 分 母体 是 否 提 供 附加 信息 ,为 了 书写 的 方便 ,不 护 设 近 
中 的 是 前 + 个 指标 , 记 
к (ій а= 1,555, ks 


у 一 


(5.5) 


жн М 

Hi mr i= Йу бб, fas 

Vu М 
Vy Тм — ға 


(5.6) 


ғ 
„ө = (е) .-ң.-..у-( 


FERH , РЕ EE SS РЕЙН КУ Ж 2, 
we) еее zE В), o 


Ең Бу 
В = (2 ғ) 


Tr д | 
> 5.8 
Ви B; (58) 


= B +E -( . 
Wn Из 

汐 了 检验 后 т — r НЕЕ НИЛИ А. 是 不 是 简单 的 检验 
Ну: = pP a eee ph 

ЕМГЕ? 这 么 做 是 将 前 = 个 指标 与 后 = 一 + SF a TL T 

起 来 、 没 有 考虑 它们 之 间 的 相互 作 和 下。 比较 合理 的 做 法 是 从 后 
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m — "А г ЗА ЕП НЗС ІН, № 
狮 下 部 分 的 均值 是 否 相 等 , 世 就 是 说 在 给 定 前 + 个 指标 的 条 件 下 ， 
来 检验 后 m 一 上 个 指标 的 条 件 均 值 是 否 相 等 . 

记 ауд == ЕСУ УУ Уа = 1› etts K a #== 检 
验 的 假设 是 

Ho: p == ИР == += = == р, (5.9) 

时 第 二 章 $ 3 ЗАТАИВ ЛЕУ РЖ УЖЕ, 因此 检验 
(5.9) 仍 用 维尔 克 斯 统计 量 , 再 用 第 二 章 $ 3 РИКА 
35 (3.3), TERTE (5.9) НЕЕ 


Ез — EnEn Eul (5.10) 


А ур + 
а WaWa Wal 
因为 
[E| = |En] | Ez - ЕЛЕ! Epl» 
jw | == И |» — айы!» 
Я 
А — ТЕ aa [Enl IE; — EnEu Fel 
т L - 
імі [Wa] [Wy дши] 
记 
ЕН 
Ac = і (511) 
"т 
TERRE piP < uP m e ОҚКЕ P Sa TU EE , НЫН 
Доу 一 Ло A trs (5.12) 


КЛАВА, 由 于 A 统计 量 有 这 个 好 的 性 
Ж. 在 逐步 判别 中 使 用 它 将 是 非常 方便 的 。 但 是 我 们 猜测 的 
Aimi 是 不 是 遵从 4 分布 距 ? 
BEREM 3.4, Ал ~ Alm, n — k, k — 1), Аы 
>т Аа B НИНЕ УН. H: Ë] HHEE ИЕ 
в-к m+ 1 %5-1 и Ато 5-1 
( 2 727). ( 2 ағарды 


(>ч) 
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(БІЗІ ЕҢ ЗЕ 2.5 Л ~ Aran -%, k 一 1), До Ар r 个 独立 
8 分 布 贿 机 变量 的 乘积 ,其 自由 度 分 别 是 

п—К—,›+1 k= 1 n— Àk — r +2 і-1 

( 2 э 2 }, ( 2 x 2 е 


好 一 天 4-і 
(2%) 
ІН(51205,Я Ломо № т — г ТИ В АННЕ, 
其 自由 度 分 别 为 | 


2 ` 2 


2 > 2 
ЕН КЕЗЕ 3.4, 它 正好 是 4(m 一 rm А к, А 1) At. 
于 是 可 综合 成 如 下 的 定理 。 
定理 5.1 维尔 克 斯 统计 量 Аы 有 递 推 公式 (5.12), 并 且 
Лон) ~ A(m,;n — k k — 1), | 
Am > Arn — ksk — 1), 
Amtn A(m — ran — k — r, & — 1); 
记 Ал. 20 + З-ЖжЕЛІШ! ТЕНИ 
ВУИ Awun 其 对 应 关系 是 


⁄ 7 ж > Жыл 
Fm 2 е >, 


Ps 
R 维尔 克 斯 统计 量 Aim 有 如 下 的 递 推 公式 : 
Асы) == MAd tt Am ime (5.13) 


我 们 记 Е = (е), W = (wi)， HARE S 3 的 记号 , 上 
式 又 可 以 写成 


е Ел. С mmie h ее Сто 
Ат) = Cl 67-1,,, Emme? (m v (5.14) 
Ші ца Ham 1,2, -s iml) 


我 们 将 看 到 ,这 个 公式 在 逐步 判别 中 使 用 起 来 更 为 方便 . 
Аст, #1 п) 分 布 当 Mm 一 1 或 wz 一 1 55 F 分 布 等 价 ， 
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EER 3.1 列 出 了 它们 之 疝 的 关系 .。 将 这 一 关系 用 到 Ао. 和 
Ато 上 ;得 到 在 逐步 判 蛋 中 常用 的 一 些 综 计量 ， 
а) k = 2, Е ЛЕ, n = + пі» А, Ті, Е 
三 者 之 间 有 如 下 的 关系 ; ‚ 
А(бтуп = 2,1) = - 1 — (515) 


1+ \ Tmas — 2), 
п — 2 


nomoll A AGm и —2,1) m Elm, n — m — 1), 
m Alm, n — 2, 1) 


(5.16) 


Tm, п — 2) = (з — 2)! Абас 559, (5.17) 


Б) к ЕЛЕ Am АУ У Ат — А(туп-- 2,1). ЕШ 
三 式 适 用 于 Ассо КИ, 
A(m —туп—т—1,1)) 
1 


=- — (5.18) 
] + — — Tm в, n — r — 2)» 
в--ғ--2 
п--т--1 1- (мхи е 1, 1) 
т--ғ Alm г, по r — 1,1) 
= F(m — r, n — m — 1), (5.19) 


Tm ғу n — r — 2) = (n — r — 2) 
x 1 — Абон тот 1,1) 
A(m — rn — rml, 1) 
如 果 记 对 应 Ав)» Aes Amonio ËJ ТУР BE 29 Tias Тоз 
Тине 则 显 见 Тір ~ нь» т — Тв» Ти kad 
T (m — r, n — r — 2), 548) (5.15) 容易 推出 三 者 有 如 
下 的 关系 


(5.20) 


Т = T 
Tina = (n — + — 2) G Y+ Th 65.21) 


(чу = m — 1, АҚҚАНАТ "ЗІНЕ ӘНЕ МН 
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ËB. ЕНЕРІ 51, Agonio == Аоте ~ АС, s — m — k + 
1,4 — 1), Н.Е 3.1, 
Е — А,л.---інп--т--1- £ 
Ашлы 4-1 02 
~ F(& — 1; n — m — k + 1). (5.22) 


但 四 这 时 

Ë mmt ml 
H ma'l * ml 
(5.22) 起 又 可 写成 


一 А + 1 


гала җ—1 
~ F(k— l, n — m — k + 1). (5.23) 
这 个 公式 也 可 用 来 检验 第 IU г> 1) 个 变量 对 前 + 个 (r < 1) EE 
是 否 提 供 附 加 信息 ,其 检验 的 公式 是 


Wi EN 0 — і- А 
Р-н P k —- 1 
~ ЕСІ -і,п-і--4). (5.24) 


БЕ Fera іа Баа, 
š 6. 逐步 判别 


本 节 介 绍 的 是 目前 用 得 最 多 的 一 种 逐步 判别 法 , 文 举 [29] 对 
它 作 了 详细 的 介绍 并 附 友 程序 ， 这 种 方法 类 似 于 和 目前 通用 的 逐步 
回归 的 方法 ,其 理论 基础 是 上 节 的 附加 信息 检验 ,故我 们 沿用 上 节 
的 记号 ， 

6.1 逐步 判别 的 原则 

G) EŒ Fu to Pa 中 先 选 出 一 个 变量 ， 它 使 维尔 克 斯 统计 
ы 


м... (6.1) 
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АЗЫ”. ГОВОРЕ, ХК, ПЕЙ ЕПА 
FEREARE BIS г 步 正好 选中 >, ЖАР, Hi 
А 一 mia {44)› 
HER А, 是否 落 作 接收 域 ,好 不 显著 , 则 表明 一 个 变量 也 选 不 中 ， 
不 能 用 浏 别 分 析 :; 如 显 鞍 , 则 进 人 下 一 步 。 
Gi) 在 未 选中 的 变量 中 ,计算 它们 与 已 洗 中 的 变量 >, 配合 的 
АЯҢ; 


ñ М 
A = db іні шіт, (62) 
ши и 
W “| 
选择 使 A 达到 极 小 的 作为 第 二 个 变量 。 KE Л 一 АМ, 使 
А, КМЕТ Ла КМ. ЖЕ (524), ЧУ 
函数 r/C —х) E (0.1) 内 为 严格 单调 上 升 函数 ， 由 《5.222 和 
(5.24) É A 达 极 小 等 价 计 使 Ен HER, 

优 此 ;如 已 选 人 了 r 个 变量 ,不 妨 设 是 а, 则 在 未 选 
中 的 变量 中 逐次 选 一 个 与 它们 配合 ,计算 


ресі, lu Wl i WN 
А, на = ге L, / саға wal r < 1 = m. 
еі, {шү Ett We WU 
(6.3) 


选择 使 上 式 达 到 极 小 的 变量 作为 第 r 十 1 个 变量 ,由 于 А 一 
AwAry.…r 等 价 于 选择 7 АҢ, Кл КР: 
Fipa ЖЕК. 并 检验 新 选 的 第 * + 1 个 变量 能 否 提 供 附 加 信 
息 ,如 不 能 则 转 入 Gv), 否则 转 人 《证 )。 

( 道 ) 在 已 选 入 的 + 个 变量 中 ， 要 考虑 较 早 选中 的 变量 中 其 重 
村 性 有 没有 较 大 的 变 惰 ， 应 及 时 把 不 能 提供 附加 信息 的 变量 删除 
出 去 。 剔除 的 原则 同 于 引进 的 扎 则 。 例 如 在 已 进入 的 > 个 变量 中 
要 考察 PO SIS ЕЕ, ӘЛІГЕ Луан 
(或 Ерл, ане) жанан хн i 看 是 否 显 著 , 如 不 显 
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著 将 该 变量 别 除 ， 仍 回 到 Сі), жөзиетижиа ЕН 
除 。 如 显著 则 回 到 Gi). 

Gv) 这 时 既 不 能 选 进 新 变量 ,又 不 能 瞻 除 已 先进 的 变 最 ,将 已 
选中 的 变量 建立 判别 函数 . 

6.2 逐步 判别 的 计算 方法 用 上 述 原则 进行 计算 ,因为 每 步 部 
要 计算 一 些 行列 式 ,最 后 建立 判别 函数 时 要 用 到 逆 矩 阵 , 需 要 有 一 
套 既 经 济 又 方 使 的 计算 方法 .这 里 采用 的 就 是 第 一 章 讲 到 的 G, j) 
消去 变换 的 方法 ， 如 记 

Езак-асаар). 

对 它 作 一 次 消去 变换 后 的 阵 记 作 ES — UP) 再 作 一 次 消去 变换 
记 作 Е® 一 G), .…， 对 多 阵 也 有 美 仙 的 记号 。 由 第 一 章 有 如 
下 的 一 些 结果 。 | 

G) 如 第 + 十 1 次 的 消去 变换 是 Ты GE зе 0, ШЕЕ 
定 阵 时 这 条 件 自然 满足 ) 则 


Лу» ізі» 
Без - -і19%, i% Ås (6 4) 
" ІЛ, ере 


ИР — IE ік4і, j> k. 
„ОЕ, = (L із із 1.02, rh 因为 БӘ = ТиЕ®, 
EQ 一 ТІүЕ9,..., Е Т.Е, ` 


18, = TT 4. - (6.5) 
ігі 
(ан) 在 《六 的 假定 下 
ID = рл, #=2, +++, m. 
Й 3 m (6.6) 
hq = la £= J, ttt тэ 
ses 7... , 
从 而 | 
Ai Гао = И» fil т, 
А; = КРИ, : = 2, a My (6.7) 


Аа == ПР, i= 3; ** 5 ту 
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Gv) E ЕШ = (p, is jml, +з, r), WJ ЕС == ЕР, (6.8) 
G) 由 于 G, ;) 消去 变换 对 如 人 变量 和 剔除 变量 是 同样 适用 
的 ， 改 以 上 结果 当日 除 时 也 适用 。 并 且 因 7,7;4-- A, 如 果 一 
个 变量 引进 作 了 消炎 变换 ， 随 后 又 将 它 吻 除 时 还 作 同 样 的 消去 变 
Жа, ПРЕ XOSE ERI ЛЯ. 再 由 性 质 TiTjA = 
тутас). ЫҚ Y r 个 变量 ,出 ЕЭ 与 这 些 变 量 选 进 
的 先后 次 序 是 无 美的 . 
GD 设 经 过 -次 消去 变换 后 最 后 选中 了 = 个 变量 【显然 ” =< 
Г), я ЖЕНЕ, AEE, 书本 章 $2 的 方法 ; 可 方便 地 
求 得 仅 用 这 * 个 变量 的 中 叶 斯 判别 函数 。 我 们 采用 $2 的 记号 ， 
Міні (6.8) АЯП (2.17) 20,4% 
Су) == 1084: + УЕ (у — УФ), (6.92 


见 叶 斯 解 就 是 
D; = (y: b (y) = „тах 84922, j= 1, k. (6.10) 
ЖҮ жи ЕА Ia ДАА ЕРИ Е 61, ЖОБА 
ЖЕ ИЧ НЫ Ek ЕЗ ЎЕШ ЛЕВ. 


жел 消去 变换 的 情况 


HPAP 
і : ; ПИ ЫШ ЕЕ 
Hp... HP 
таз». Ді йн 
: : гы; Bape ajugo AET- 
r |... о ізі ЫТ! H zr I La 
НЫ DIU 


6.3 ПРВЕ АЛ, ИЕ 

(i) ИИА ЛКИ, Н 
ЗПУ г НЫ ЕН Ac. 如 果 考 察 
在 闫 个 变量 中 到 出 "个 变量 的 一 切 情况 ， 并 计算 它们 的 4 值 ， 风 
Ав ЕТЕК ВЕ А {Е Д ДЕА, 这 就 是 说 , 这 种 算法 并 不 能 
ЕНЕМ ШЕЕ, ПЕВЕЦ. ВЖЕ ВЕН ЕВ 
БЕ ОЕ ИВ СЕМ ОМ. 

(з HEAR 5.2 НУ, КЕБУ» НІНЕН НІНЕ 
要 的 变量 而 使 判别 效果 不 佳 。 这 里 抄录 一 个 [30] 中 举 的 例子 . 

例 6.1 RA Co Gi 两 个 母体 ,各 批 了 王 个 样 , Туя 
Ж 2, 和 zs 数据 如 下 : 


y 


(245 ) (220207 29779) 
== 3 = 3 


22.01 2297.79 2293.27 
(2307.223 2294109) 
2294.109 2295.005 ` 
НЕЖНЫЕ, ЖИ 
A= -- _ 
ен 2307.225 
da 2 229327 _ 0.9996, 
wy 2295.705 


其 中 以 Ау 较 小 ， 由 定理 5.1, A~ A(1, 8, 1), E а 5%, ЖЕ 


ж- 0.9982, 


A; = 


的 临界 值 为 0.6007, 它 比 А, 小 , 故 不 显著 .或 用 下 检验 ,由 (《s.16)， 
ЫЫ m =], g 一 10， 有 
1 — 0.9982 


F, = 10. — ———. 
0.9982 
也 不 显著, 故 一 个 变量 也 选 不 进 . 但 是 如 果 两 个 变量 同时 检验 
|Е| _ _ 2303 х 2293.27 — 2297.79 


Am = = 0.0715, 


Ти 2307225 x 2294109 — 2295.903? 
Ар АС2, 8, 1), ШЕЯ 0.268 ЕЮ 0.0715, SETE — 
Ж. 将 样本 点 图 呈 图 .1, NE 


6) ; 体 可 用 一 直线 完全 分 开 ， 两 母 

50 体 是 可 区 别 的 ， 但 用 上 述 的 逐 

40 БЕНЕН R mE НИ 

ч ARA AHE DI ТЕ ЧЁ. 
| 逐步 判别 原则 的 前 三 条 信保 

29 (іу) HA 

10 | GY 这 时 已 选 了 + 个 变 


量 ， 且 既 不 能 选 人 新 变量 又 不 
能 剔除 已 选 人 的 变量 ， 对 未 移 
к 64 入 的 m 一 + СЕН ЕЗ 

附加 信息 检验 ,如 不 显著 , 选 变 量 的 过 程 结束 , 并 对 选 人 的 了 个 变 
量 建立 判别 函数 ;如 显著 。 说 明 余下 变量 中 尚 能 提供 附加 信息 。 这 
ЮЖ Ара. 达到 最 小 的 原则 选 第 * 十 1 个 变量 ， 再 用 Лр. 
tu 检验 余下 的 变量 能 否 提 供 附 加 信息 ， 如 能 提供 再 按 同 样 原则 
先入 新 变量 ,直至 不 能 提供 为 止 。 再 回 到 (ш). 

运用 改进 后 的 方法 ; 例 6.1 中 的 两 个 变量 均 可 选 人 。 

逐步 判别 还 可 以 通过 别 的 途径 来 实现 .如 [31] 是 利用 Kullback 
的 信息 统计 重 来 定义 母体 间 的 分 辩 率 ， 在 母体 间 不 等 协 差 阵 的 情 
况 下 可 以 实现 逐步 判别 ,另外 从 距离 的 观点 也 可 以 进行 逐步 判别 ， 
现在 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 . 

64 БИЯ ” 设 有 大 个 母体 бі)? G. 其 均值 和 协 
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lio д 30 40 50 м 


差 阵 分 别 是 но, 7:7» ы; үш, "74. и, 定义 这 А 个 母体 的 分 
ЖЖЖ 
k k 
E = >; > (at 一 ву (ад — вр). (6.11) 
151 i=1 
则 互 有 如 下 的 和 狂 质 : 
G) E 20; B E — 0 <= t — gt, —UJ Ај, 
Си) 4 k = 2, үч = рї = V , 
E = (а — науи — н) 
+ аз — aty y—( 一 AD) 
-- 2( из — “укш — н), 


这 时 由 定理 3.1 的 系 1 
AG) =È (a — „Зуи фи). 


两 者 只 差 一 个 倍数 ; 故 E 可 以 看 成 是 费 歌 法 的 一 种 推广 ， 


Сш) Wk АЕ АИ 
ж біз чу 
„у ro РЁ 
„|. Z) m — rs VE ViD,m — г, 
fh. 
ti) г 
ко (©, i=l, ks 66.12) 
Hi m — Fy 


-: пә рр | | ін 
UD = ҮЧ”! 一 (лр о} BUD 一 pn — nt = (So) 
` БП шә 1, ... k. 
由 变量 ze 定义 的 分 辩 率 记 作 Em 显然 
k k 
EQ 一 У) S a vB, 16.6 т, (6.13) 
i=1 ізі 

. . Е == ЕЁ. | 

在 上 述 记 号 下 我 们 证 明 
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ЕЕ). (6.14) 
证 明 (а) 为 了 记号 简单 kis гюч іш 


F FiA r 
"(1 U = y- = ЗЕ -(2 小 
Ра Райт--т, la 


g U ë + 1..5; 
4-із-(4)- пиё 28) 
- Я: “бла: + 028, 


D = Ву, ре УЦ). 


mj 
— D: = z;Ula,, (6.15) 
ШЖ ЕЛЫН VE = Un 一 Сарт, 从 而 
ГЫ, = Und, — UpU лв 
= (Пи + 078) — Иа, 070754781 
= a 00500 + Ив} 
= a, — Мб, 
D: = Ра = дуа — ФАН Да; 
= (ёа + Sa) — ба, — БШ! а, 
= D: — (6;U,, + ёи.) Usa 
一 р 一 аи, 
这 就 证 明了 (6.15), 
(b) i 
at = (EN = роз? 一 (uno + ANA 
ай Шад + ЕЛІ 
ЕН (6.15) 式 立即 得 到 
E — Em — Em — Ес) = > > ар) м0 + 
іші іші 
u (6.16) 
Civ) Eim = Ee <=» аб? = 0 — WJ ; >< $ 
<= 800 — Труа, руа р, 
证 明 由 于 ИР о, M| (Фу! >> 0, Шан (6.16) 获得 
Em = Ewn <> 200 — 0 —HJ i =< j, УН 
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а ӨЛ = 10800 - UPEP, 
на ЖАУ АН 
UP = VP — УР, 
Uj = 一 UPVP rgh 
КАЗ] а? 的 表达 式 中 得 
аў! = (үз 一 гунун? — Юю? НУ, 
A rE — Уру! -= Ub > 0, fk {Ө — 0 — 8): = 
BY e= уу Н, МЕ} # (6.17) 
(+) ЭПЖ б `", G, 的 分 布 分 别 是 МСА, И), ets 
Мы, үу), іп ` 
И 
(ме — ғ, то 
已 知 前 > 个 变量 时 ， 后 w 一 + 个 变量 的 条 福 均 什 记 作 мй. ВА 
如 有 
一 Ai (6.18) 
Ш (6.17) Ж. 


шя 由 第 二 章 $3, ви (ZO) хо хо 


{Е мо + Уа o 一 wb) 3832 ФЕЛА) (6.18), 得 
mP + VEVEN — 1°) — в + VEVA Ze — #8), 
一 切 í j 
yunpua — PEP, 
L А {0 = = що 一 РУ” 99, - ај, 
(6.19) 
注意 800 =< щб — ар, 800 — МР — шо, H (6.19) 推出 (6.17) 
АЁЛ ЧЁ 
但 是 逆 命 古 是 不 一 定 成 立 的 ， 这 说 了 明 分 辩 率 比 附 识 信 息 的 游 
虚 栓 一 些 ,不 增加 分 辩 府 的 变量 还 可 能 提供 附加 信息 ,不 能 提供 附 
加 信息 的 变量 一 定 不 会 对 分 辨 率 有 所 提 高 . 
如 果 РО = yD 一 … — ую = V, £ B ШЕНН(6.17)Н (6.18) 
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基 等 价 的 ,由 上 节 和 本 节 的 介绍 ,建立 在 维尔 克 斯 统计 量 的 基础 上 
的 逐步 判别 就 是 通过 检验 (6.18) ЖБЖ, ЖИЕН 
等 其 差 阵 的 条 件 下 ,. 建立 在 分 辨 率 EE 的 逐步 判别 与 本 节 开 始 讲 的 


лаин. матах ЕЖЕЛЕР АЛАЙ 
HERRN Í 


НРА ЕРНАТ, МЕЖ 
等 时 建立 在 分 辩 率 基础 上 的 逐步 判别 就 没有 很 漂亮 的 检验 方法 ， 
铝 想 起 在 通常 的 逐步 回 具 和 逐步 判别 中 ， 并 不 一 定 作 严格 的 下 检 
ДЕСИ И Еу 1.5 或 1?， 王 值 只 征 起 了 一 个 立 值 的 作用 ， 
王 统计 量 起 了 目标 函数 的 作用 .基于 这 个 看 汰 :我们 可 以 设 活 找 一 
个 目标 函数 ,对 每 个 与 体 问题 给 一 个 议 值 ,就 可 进行 逐步 馆 选 变量 
KILE ПЖ АДЕН, 

ЕВЕ ЗЕ ЕА, 4 

АҺ = GP —у®үр-(у® — уа), (6.20) 
对 应 前 + БЕСОВ УО, уз, Р Нина 
м! — GP уйуу” — у”). 
要 检验 后 m 一 ?+ 个 变量 不 提供 附加 信息 ,相应 的 统计 量 是 
п-т 1 вм — АР) | 
F т--ғ n(n — 2) + mn А” (621) 
在 变量 的 逐步 筛选 中 т == 1.2, <11, HA r= 0, I, +s., 所 以 
m — r 1, HFE, SE A RJ r ЭБЕ АЈ, А 一 般 将 大 
于 10 (4 7522 Ч), ERKEK ж 5m ZEE RE: dE B e L F. 
0 (mk 1) Е, (6.21) 的 量 可 近似 为 


z __ А? 
С = (a —m — 1) а A 


+ 


Ух ЕНЕГЕ ЛЕО, E 3 B ЖЖ 20 
Н = (а —m — 1) Ea E, (622) 
于 是 我 们 可 以 制定 如 下 的 ( 臣 离 ?逐步 判别 的 程序 ， 
ЕО. НЕА, +. у ЗЕ ИФ, ..., 
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-PA 


ро, ан — А T. 
+E GD: 用 Ей.) жент “s ***з ©, 所 定义 的 
ХАТЕ, ИЯ Ес» 99 Ет» АШЫЛ ER. 
Ego 第 一 个 选 人 的 变 重 就 是 ”ji,。 | 
Р (ш): 假如 已 进入 + 个 变量 е,» +++, =. ШЖ 
(ооф В Еро фо 
Е.) , 
і-1,2,---,т, Га ду 0. (6.23) 
ШАНА ЖЕНУ із» 如 Hp > T, 则 选 入 变量 =. 
ЖС): RERA IARE sto ер. BAR ЖИН 
于 进入 了 新 的 变量 而 使 先进 人 的 变量 处 于 不 重要 的 位 置 ， 计 算 
Ед, 20 Bs нына Н) 
Ец, , 
r= 1, +, 1. (6.24) 
# min Я, < Т. ПА ЕЕ МЕННЕН РЕ, Ea 


ШЕ Gv); 如 in В, > T, Ji] [u] #ij zp E Сш). 


эщ Як ВЕНЕ ЖИП АЕ БИКЕ ЖШШЕ, ДЕЕ АРЕ Et 
建立 距离 判别 函数 . 
шар K, (я 一 m — ПИ, Huj И 


Е 
H, — (n — r + 1 —12 


Ë, m (в — 1 — 1) 


En — Е, 202. 
Ы* = 一 * ° (625) 
它 等 价 于 用 目标 函数 / 
** — En | 
H Е”. (6.26) 


最 后 我 们 对 例 1.1 进行 逐步 判别 ,采用 维尔 克 斯 统计 是， 九 个 
变量 全 部 参加 计算 , 筛选 的 结果 er е» =ç 选中 了 , 其 余 变 量 莫 除 
Y. 如果 假定 а 一 q ИТ КОЕ] ЦНТ S pt. 其 判别 
函数 为 

#бу) = 9.0158у; — 0.6321у,- 0.0012у;, 
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{н 


д = - (uG) +а(ӯ9) 
- > (0.0749 — 0.1179) = —0.03156, ` 
ЭНЕР hiii 61. 我 们 从 回报 情况 来 者 ,与 例 3.1 ЕЖ 
ПРЕ ТЕЗ кан. 
wel 判别 情况 
І п 
1 12 0 


П 


如 果 采 用 看 离 逐步 判罚 ， 取 了 一 10， 首 先 选 人 =, 随后 进入 
=s 和 ев, ЖАТР ТЕЗЕ А ЬЕ НПВ E A ИНАЧЕ Ж 
ALARDE, БН ИЕ 6.2, 不 如 例 1.1 中 上 个 变量 全 部 采 
用 的 情况 。 这 是 什么 原因 昵 ? 如 果 我 们 采用 变量 逐步 壤 加 法 《不 
шасы) ОМЖ, Н, 值 列 于 表 6.3: 我 们 看 到 当 进 人 了 三 个 变 


жел ДЕУ 


Ес. H, ІНЕ Ла ЖАН АЛЕ УК, Илл, 
七 个 变量 时 Hi 值 又 显著 增加 ,这 就 是 三 变量 不 如 七 变量 的 原因 。 

变 辣 的 筛选 不 仅 是 实际 的 需要 ,也 有 理论 研究 的 价值 , 近 十 几 
年 来 ,关于 这 个 主题 有 不 少 研究 结果 ,但 至 今 还 没有 一 个 十 分 令 人 
满意 的 方法 ,需要 我 们 深入 进行 研究 。 


57. Ж A ЭЧ ОЖ 


所 上 介绍 的 判罚 分 析 要 求 每 个 梯 品 对 于 每 个 指标 fm У 
测 最 ,这 个 要 求 在 有 些 实 际 问 题 中 是 过 高 的 。 储 如 在 肿 次 将 查 中 ， 
ЕЛ ЛНУ © АЕ ,工作 是 很 大 。 也 增加 病人 的 痛苦 ， 
通常 总 是 采取 逐 项 指标 测定 ,能 作 判 断 时 其 余 指 标 就 不 需要 测 了 ， 
这 禹 方法 和 序 贯 抽样 是 类 位 的 .. | 

序 贰 判罚 的 思想 是 Kendall (1975) ЖЕМЕ, т 
在 此 基础 上 又 团 以 发 展 * 下 面 级 达 的 是 后 者 的 方法 , 仅 讨 论 丽 个 总 
体 的 情况 ， 

7. 判别 规则 М Go G, УТ sih 和 由) 及 
ДЕР " 的 第 АЛОЕ, FERGE b> 9 
Еу F РЕ, 

(i) 第 一 轮 

(а) 确定 第 一 个 变量 并 制定 第 一 次 著 别 规则 。 用 5000: 一 1， 
2) 既 表 示 样 本 的 足 标 集 又 表示 样本 集 ， 上 标 (1 1) 表示 供 一 个 变 
ВЕН. Зо 为 两 总 体 全 部 样品 . 

ТА ЕВ, А, т 


2 
= >, > (иң — ЯЗ, (7.1) 
ӛзі jesyh 1 
Бу; 1 ња GY юй __ Жї БЫ y, 67.2) 


其 中 
yk = >: yakni b, ¿= 1, 2; Å = ltt’ т, (7.3) 


сх, D 
йз, 
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ni = ун, £= 1,2. 
ния 
до = БОТ, k=l, ть т. (7.4) 
它 表示 每 个 指标 对 丙 个 总 体 的 分 辨 能 力 ， 取 о 达到 极 大 的 一 
А-а, 


2k = max АРУ, (7.5) 
Ета 


BOALO > до, 则 取 作为 第 一 轮 第 一 次 判别 的 变量 . 
制定 判别 规则 的 指导 思想 是 将 两 母体 样本 的 重 准 部 分 适当 该 
宽 后 作 待 判 域 ,其 它 作 判 出 域 。 事先 给 定 sbb > 0, 对 i 一 1,2 
计算 
40 一 жі, Fis DPP ma, Унь,» 
АМО == [as 13 —. 209, +з жє], 


LE, g] ОПА», 


рр» = 1055 Ë Жа) < E, 
? $ (=), 否则 (7.6) 
pub 一 [Cys сә), к ыз = 3 

É Ф, 否则 . 


DSD — Ú DY, D, 一 《一 co соу 一 Mn 一 pun. 
&=1 

第 一 办 第 一 次 判别 规则 RED 为 ， ЖЫНЖ»ЖА ру HI 
判断 它 来 官 第 让 个 母体 ,否则 待 判 . 

(b) 后 继 判别 规则 的 制定 ”将 样 量 УФ, tte Уб; И ttes 
бо 运用 判别 规则 К“, э, 将 能 作 淹 别 的 样品 删 去 其余 留 下 来 的 
殿 制 定 第 一 轮 第 二 次 判别 规则 用 , 记 为 А ЯД 59,9, 

ISPP, = 1,2, 类 似 地 计算 ДЫ, ЫЖ ЫК" „Ж ДӘ < 
доз 则 中 止 ,否则 继续 计算 а, БФ, ..., DOP 等, 算法 类 似 于 
(7.6). 随后 类 似 地 制定 第 一 轮 第 二 次 判别 规则 ， 重 复 (b》, 直至 
对 某 个 ma 使 АТУ < до, ИЕ, 
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(п) 第 二 轮 

(а) 引入 第 二 个 变量 ,并 制定 该 轮 的 第 一 次 判别 规则 . 

第 二 轮 开 始 的 冬 品 为 第 一 轮 未 的 等 判 样品 ， 记 作 889 和 
SP 选择 第 二 个 变量 的 原则 是 将 诸 变量 与 >, 的 线性 组 合 佳 其 
达到 最 大 的 方差 比 : 被 选中 的 变量 记 作 >. ВР ТУ ЕЕ 
性 组 合作 为 第 二 轮 第 一 次 知 别 的 判 列 量 , 其 具体 过 程 如 下 : 

在 ЗРО ізі» k= 1, б, m 分 别 计算 线性 组 合 
аум + Руна Ча, 6 变动 时 达到 极 大 的 方差 比 , 这 个 方差 比 记 作 
Ж 


А0 == max МӘР, (7.7) 
Ізі” | 

Н.А > ЫЫ >, 作为 第 二 个 变量 ,对 应 ,的 线性 组 合 记 作 

ЖЫ тазы, + вх, (7.8) 


其 中 wo 一 z. 引进 这 个 记号 是 为 了 今后 的 公式 能 得 到 统一 的 
EA, ж! 即 为 第 二 轮 第 一 次 判别 所 用 的 判别 量 。 

ТЖ 6 Кото, 999, RÖ АВК ИН А 2, 
m == 2 的 情况 ,其 中 一 个 变量 是 2, ТЕ, lú 


la 1 bo Ёо _ 
Es = (ы 1"), Ви 一 (а 6), (2.9) 
RIE а + ВР З KA ЗЕЕ. ЗР 
|В — E| = 0 
КЕ НЕА ЯПАН ҮНІНЕ ,我 们 证 是 ,这 时 只 有 一 信 非 零 特 
征 根 . 
ӘНҢЕЛА m= 2, k = 2 h. Wk y геу, 


B= (0а by, Е- (а езі, 


я n Ға сш 
则 
{В 一 АЕ | = ü 
只 有 一 个 非 零 特 征 根 1, H. ` 
lbn Фр ец se| / 
i= E 7.10 
| еш + ба bn b ( ) 
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相应 的 特征 向 量 Go L) 满足 
ën Дт“ 
ері 


Сау + „узу, я 
+ 17 


(7.11) 


h/h = 


ШЕН ”因为 y = — 
1 


2 


В = У) a (yt — FAO — y) 


= ПН (іы. ратура тауы 
ү (9 XG > 
r | (B) = 105% — у (y — ұФу1 
一 mL — у®у(у'э — y2)] — 1, 


这 说 明 |В 一 4E| 只 有 一 个 非 零 特征 根 , 这 个 特征 根 À> 
(8-8), МЯЧ (7.10) ЯП (7.11) 
利用 这 个 引 理 ,在 第 二 轮 第 一 次 判别 时 
Қ 1 I 1) ДЇ В] о 
| е» К 


ыы» Мет 
050 = 站 
* құз Құ» 


55; 1} ШҮ 13 


(7.12) 
ДЗ — шах ДӘН, (7.13) 
etim 
=k 
而 
ғы. 1) ы ‚3 кр т к 1 
СП „ 
四 дар Rj 9 П о? (7.14) 


从 而 确定 了 (7.8) 式 定义 的 z 品 5。 仿照 第 一 轮 筑 一 次 判别 的 规则 
对 ”这 ”不 难 建立 第 二 轮 第 一 次 判别 的 规则 КЪП, JER D 中 不 
能 判罚 的 样品 集 记 作 See R sp. 2, 

(h) 后 继 淹 别 需 则 的 制定 以 5 了 和 5 名 ?为 出 发 点 、 用 公式 
(7.12) 计算 129, Дао, 则 中 止 ,否则 香 计 算 angaa 建 
9, АПА 2 各 制定 第 二 轮 第 二 次 判别 规则 Re >. 
重复 (b) 直至 茶 个 т, Ea po < НЕЮ, а 


= "СЗ ЖЕ. 
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бі) 第 三 轮 及 局 继 各 轮 完 全 仿照 第 二 轮 的 方法 不 难 制 定 各 次 
判别 规则 。 RERE, 各 轮 的 程序 有 如 下 两 部 分 ， 

OEN ES TEONA ENE ИЖ 

(b) Е ТА ЗЕ ҮКІМДІ A REET, 只 是 
调整 判别 系数 和 判 中 规则 , 

ОДЕН АГ ВЕДНО АО 1, РЕЗНЯ = 
样品 的 指标 , 从 而 在 医学 等 部 门 使 用 更 为 方便 ， 但 是 为 了 使 序 鞭 
判 泗 能 适应 较 广 的 面 ， и ААО НС оо 
ВПЕРЕД Е ЕАО Е А. 


* 253" 


第 五 章 回归 分 析 


多元 分 析 的 各 种 方法 以 回归 分 析 的 应 用 为 最 广 ， 本章 着 重 介 
绍 多 自 变 量 与 多 因 变 量 的 回归 分 析 :回归 系数 的 参数 伍 计 和 检 驻 ， 
ЖЖ 811487705, 

本 章 还 介绍 多 元 方差 分 析 ,将 它 化 成 回归 的 模型 来 处 理 , 最 后 
进一步 讨论 多 元 回归 与 判别 分 析 的 关系 . 


$1. 问题 及 模型 


在 一 元 统计 分 析 中 ,回归 分 析 的 用 处 是 很 广泛 的 ,回归 设计 在 
60 年 代 是 很 受 重 视 的 一 个 主题 ， 许 多 问题 直到 现在 还 没有 彻底 解 
决 ， 在 一 元 统计 分 析 中 ,也 有 多 元 回归 , 它 指 的 是 多 个 自 变量 ( 因 
索 ) 对 一 个 因 变 量 〈 预 报 量 ) 的 回归 问题 ， 这 和 多 元 分 析 中 要 处 理 
的 多 元 回归 问题 是 不 同 的 。 这 一 章 将 讨论 多 个 自 变 量 (因素 ) 对 多 
个 因 变 量 ( 预 报 量 ) 的 回归 问题 ， 它 自然 把 一 元 统计 分 析 中 的 回归 
作为 特例 ， 在 下 面 的 讨论 中 ,我 全 往往 只 给 出 多 个 因 变 量 的 结果 ， 
请 读者 自己 将 它 与 一 元 统计 分 析 中 的 结果 进行 比较 , 

在 实际 工作 中 ,常常 需要 考察 多 个 自 变 量 ( 预 报 因 于 ) 对 多 个 
因 变 量 (预报 量 ) 的 关系 ， 例 如 从 今年 长 江 流 域 的 诸 气象 要 素 ， 气 
温 、 气 压 、 降水 … 等 等 的 情况 要 判断 明年 长 江 流 域 的 梅雨 情况 , 要 
预报 的 就 不 只 是 一 个 梅雨 的 总 降水 量 ， 还 要 预报 梅雨 的 持续 时 间 
(长 度 )、 和 梅雨 的 起 始 日 期 … 等 其 他 的 量 ,这 就 是 一 个 多 对 多 (多 因 
索 对 多 指标 ) 的 回归 问题 ; 又 如 在 地 质 工作 中 , 通常 对 茶 一 地 区 进 
行 普查 之 后 ,要 鞋 的 趋势 面 往 往 不 止 一 个 ,需要 对 若干 种 元 案 先 赵 
势 分 析 ， 实 际 上 这 也 是 一 个 多 对 多 的 回归 问题 ; 又 如 在 工业 试验 
中 ,各 种 不 同 的 妈 素 选取 各 种 不 同 的 水 平 ,要 考察 的 指标 实际 上 不 
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10, АА Pea ИО ЕНЧЕВ ЕЛ, Б ШЕ 3 XÍ 
多 的 回归 问题 ， 过 去 ,由 于 多 对 多 的 回归 分 析 计 算 比 较 复杂 ,不 使 
用 电子 计算 机 , 要 用 手 算 几 乎 是 不 可 能 的 , 现在 情况 大 大 不 同 了 ， 
因此 ， 这 一 方面 的 问题 和 方法 也 日 益 受 到 理论 工作 省 和 实际 工作 
者 的 重视 ,发 展 是 很 快 的 . 

ӘН K T-R EB GHIREIT) “ЫР АЖЕ И, -- +, 
ә 相应 的 = 组 观测 资料 是 


Ждз 5573 Дір» yas tto Ун» == 1,2) п. 


用 矩阵 来 表示 ,可 得 资料 矩阵 
! „у, = (уы). Aa = (уш), 


和 以 前 一 样 , 我 们 可 以 拒 Y. ХЕХ 


уа ха; 
Y |: |= (ису) X = : | — Ga: 28), 
wp , mx Й 
Yin) Жї») 


如 蛙 因 变量 Z, 与 НЕ жіз ы; "a 之 间 有 线性 关系 式 , 且 ға 
值 又 带 有 误差 :于 是 有 
Жат Poa t йі + furi "s=. + Baat; T+ вш == 1,+++,р. 


(1,12 
写成 矩阵 的 形式 ,就 是 


ғ ба Ри-- "Ви = є; 
ШІ 
ы; Pos фир. " “Ран “к °› 
统计 问题 就 是 从 已 知 的 资料 矩阵 Y Хы ЛИН (тлу 
的 这 些 未 知 常数 pr， 并且 对 误差 ee 作出 合计 和 推 跌 . 和 一 元 统 
HoH RIE O.D 中 的 # 称 为 团 妇 系数 ,而 把 路 去 误差 后 
的 关系 式 
Za = Вы + fierit tte t Вы" &в=1, - ++, ру 

称 为 回归 方程. 

Ж 12. 与 {=o 确 有 关系 式 (1.1)， 那 么 对 ”组 资料 {ул} 


255. 


-一 -一 一 -一 一 pe ro FE ee a = + 


与 =} WAKRA 
Yia =| Вы + хл + хә + *** + Вых Y Eiss 


i= l, 25, ++-упу a= 1,2,” +›р. 


ПЕН ЖЕЖ Ы EIE Aha 


Yu" yie XI ТК 
ү ~ |: : |, xel: : |. 
жхр . М nx k ` М 

Ут” "Уяр Ха" "Мн 


Ёл Виз” "Вор Eut En 
= | Ра йш ‚в -| ; | 
КАР . М : шхр 
a бют" "Ва ка 
є 
Bi shohi S. = = | : | = Cete) ШІН 
Ein) 


Ү=(1Х)ё +e, (1.2) 
RB sms Зв 是 相互 独立 的 . 考虑 到 误差 的 期 望 值 是 0, 因此 ， 
Ems С» Бә 是 期 盟 为 0， 协 差 阵 相 同 的 将 机 向 量 ， 设 su， 
Боз 的 共同 的 协 差 阵 为 了， 由 于 yas `` yo Еа» "759 Ew Я 
差 一 个 常数 向 量 , 它们 的 协 差 阵 交 是 相同 的 , 因此 , HEE- RR 
回归 模型 ; 


ux P 1 k ату” (1.3) 
Уаз» 777% Уи) РИ V > 0, 


在 本 章 以 下 讨论 中 ,不 加 声明 , ЕНЕ (1.3) НН ТРИ. ЕЕ 
Hit ARpA: 

(1) Маңғ: 

(2) Xf 8 AREAN i (BERE узу, ttes yu 
ЕЖА). 

在 实际 通常 过 到 的 问题 中 , rk (1 x) =k + 1 往往 是 成 立 
的 :因此 


“255。 


| X) # 


п А үт! °) =) _ 
- + га =I 
(еі хх) ( оо Е 1 G ) 
ғыш фи 
= |” > (1.4) 


其 中 
L. = х (1 _ 1 Дж, z= 1х1, 


如 果 rk а X)< А 4 1, ЕН Р 的 估计 受 假 设 检验 等 问题 


就 比较 复杂 ,在 这 一 章 我 们 部 不 考虑 , 留 在 第 七 章 , 放 在 更 一 般 的 
情形 来 进 生 讨论 ， 因 此 ,在 本 童 中 (1.4) 式 是 经 常 要 用 到 的 . 
在 (1.3) 的 假定 下 ， 容 易 看 出 ,将 Y ВЕ ВАНИЕ 


Уа) 
(ШУ = | )- Сул") BJ), ӘЖ 
Fin) 
(соз ушу», Yap = BP, dsf = 1,72, ctts ns 
соу Сұ, P) == НА» і 1,24 tta p аз) 
下 面 举 两 个 例 来 说 明 《1.32 BJ SB ЯТ {0 Ж ИША ЖЕЙК H = 
EH. 

FILI уа» 7 yaa ERIR М.С» V), zas 757 Zia 

来 自 总 体 Меи» У), 以 这 两 个 样本 来 答 验 假设 
Ho: 一 ш (1,6) 
EGR ЮЖ = S iH ИПИЕ] АЯ, ЛЕНИН Е В КРУЗ 


усу жау у 
. . l 
了 æj- > Y, =|. Y == ) - = 上 
ВУ, > sh ? xp (у, › ЁН а= т 
y: 


Ха, Ямы 
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Нә» 又 将 az 写成 za + 8, 8 = м — ть 于 是 有 
Bi | 
EO) -*6 у-( 20 ал) 
тау yo ЕУ ВЕЕР, ЕЕ. 
很 明显 ,这 是 一 个 回归 模型 ,其 中 相应 于 (1.3) оха (у. ‚ 
e bu Ei 25 


Ну; 8 = 0. (1.8) 
Б Ж, з ТЫ НИИ S р Е ЛАЖ. 我 们 在 这 一 章 的 
$52 和 $5 将 再 一 次 来 讨论 它 . 
#1.2 趋势 面 分 析 。 设 ;ys 是 ?种 化 学 元 素 ( 或 化 合 
物 或 矿物 ) 的 含量 ,在 茶 一 指定 的 地 域内 # 个 点 上 测 了 这 ?种 化 学 
жже Е, ЖІ КЕШ Уаз Жа» 777» ін» ТЕҢ ИЛА ЖЕҢІЗ 
АДЕ x ES SG ЖН ЕЁ ЛЕ НИ ЗОН ИБ ИЕ (УА ААА [Е АО» 32 8 
БИ ЖЕЕ yo ---, у, SWBA Ge r) 的 关系 .一 般 说 来 ，y; 是 
(=, s) 的 连续 函数 , AE TAH eo r ASMAR ME, WRA 
为 用 二 次 多 项 式 来 近似 是 合适 的 ， 且 样品 yo ЖАНАА 
ба» о), 则 有 


2 
l ау оү ай wo УА / Ва fart’ Por 


l wz t H нма ti ... 
E= : z өз 4 п 3 ёа а ё |, 


1 w, 9, в) \ Ña Ва" Вә 
у» 5-75 у) 不 相关 , 同 协 差 阵 V. 
(1.9) 
将 (1.9) 与 (1.3) 相 比 ,就 看 出 (1.9) 是 属于 回归 模型 ,此 时 


(1 X) = и в Pw 49), 


й ғ чуру 
Ес") ` p р : , 2 = : 3 
Ны ts. в» 


其 中 


对 更 一 般 的 情况 ,考虑 用 (и, >) 的 高 次 多 项 式 来 近似 ,作法 也 是 
一 样 的 ;只 是 X 阵 多 增加 了 一 些 由 #, © 生成 的 列 ， 


$2. ЖА 


яана, Вне, Не 
用 最 小 二 乘法 ， 由 《1.2) 式 可 知 
Е-(Ұ-(1 ХУ» (2.1) 
因此 
e” в ,一 (Y — (1 X)aXXY — а Х)8). (2.2) 


рхя тх 


ML (2.2) RA Н == - F EBE, РАНЕЕ”? 这 有 
РЕЖЕ. Я МЕНА: 
G) 在 非 负 定 阵 意 多 下 的 最 小 ， 当 Y 和 X 给 定 后 , 求 8, 使 得 
СҮ 7“ (1 X)8, (Y Т“ (1 X)6.) 
= (Y — (1 X28) (Y — (1х)0), 
5—7 P БЕНГ. 
21 
Gi) 将 (2.1) ЕНІН Е € -| : | R fa НЕ Е 
Es 
最 小 :也 即 д» 满足 
r (Y — (1 X)8, (Y — а х)в,} 
=< (Y — (XY — (1 Х)ё)› 
Хр — H В т. 
(ЗЕЯ Х РЕЛ, ВИК в, 使 
Ку — (1 х), СУ — (1 XJ) 
< 10у — (1х)0) СУ — а Х)ё)|, 
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x]— EJ 8 成 立 . 
бу) Же 的 最 大 特征 根 达 到 最 小 ，。 
下 面 我 们 来 求 出 相应 的 解 . 
引 理 21 给 定 了 Y,， x Ë. tk X =k, ШЇ 


(У — X8X(Y — ХВ) = (Y — X8,) СУ — Xpy) 


+ (8, — BY X'X (Pa — В) (2.3) 
ХР 07 е Rk YF, H: th pw 是 方程 
X'X8 = X'Y (2.4) 


ШЕНҢ 5 Y — X8 = Ұ--Х8,-5Х9,- ХВ 
= (Y— X fy) +X(ñ, - в), 
ЕЕ, (У — ХЕ) (У — ХВ) = (У — XPa) (У — Хе.) 
+ СҮ —Х8» ХС, 7- в) + (в = EYX' (CY 一 Ха.) 
+ (в, — PY Х'ХСВ„ —Ё)» 
ЕТ WEDE (2.4), 因此 
ХУ — ХВ.) = X'Y — Х'ХЕ, = 0, 
PRE CY 一 ХВУ(У — ХО НАН АН. ЕЛ 0, 
因此 等 式 (2.3) 成 立 非 
Ж 3952.1, М 
(Y — XEYCY — X > (У — ХА) Y — ХВь), (2.5) 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 8 = (X'X) КҮ, 
证 明 JA (2.3) зун]: 
G) 不 等 式 (2.5) 成立 ; 
Gi) (2.5) 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
ХВ» — В) = O, 
由 于 rk k, В ХХА, А ХО —В)=0 В ХХ, 一 


в)=0, ER p= 从 方程 (2.4) 知道 8, TER OKY 
HASH 2. 及 系 , 注 意 到 用 和 矩阵 П X) 去 代 引 理 中 的 X, 就 
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КЕР 

G ы-(Оаж| (9% (2.6) 
tE (Y —(1 YO — (1 Х)5„) 在 非 抽 定 的 意义 下 达到 最 小 ， 
并 且 如 此 求 得 的 в, 是 唯一 的 . 

GD (2.6) RI Pa BER и (У 一 C1X)8s) (y — ху» 
达到 最 小 . 

Оз) 现在 来 证 明 当 4 22 B 22 0 HF, ]412 [BL Amt 
证 明了 fe 使 |КУ — Q X28)XY — <1х)8)] 还 到 最 小 。 ЖЕ 
Аі, MHI S B, I 与 可 以 写成 TT 及 (у. 
JET BERR hs .…， t 是 了 的 特征 根 , 因 此 由 [> В ЕН 
1—4, 20, 3 = 1, ++, р, НЯ 0551,1 《因为 B > o), 
із 1,2, "ор, TE 


, 
IB| = ЦП мс = [zl 
іші 


当 АОН, A > BB 可 得 1 АВА, РА pa-1|= 
1, RIB] < 14|. м м о, IB] 一 0, |4| > в] аж 
立 。 

当然 这 里 也 可 以 仿 第 二 章 中 求 肥 的 方法 来 证 明 ， 这 就 不 再 重 
ÉE r. 

(ту) 利用 等 式 (2.3), 仿 第 二 章 中 关于 8& 的 讨论 , 可 证 д, № 
使 CY — (1х), Y — (ІХ), 的 最 大 特征 根 达 到 最 小 . 

由 此 可 见 , 不 论 (DD 一 Civ) 中 的 哪 一 个 为 和 标准。 都 得 出 解 Aao 
以 后 统称 В» 是 景 小 二 彝 解 就 回归 系数 的 G — М ви. 对 回归 
模型 ,相应 于 (2.4) 的 方程 是 


г г 

(y) ах»-( 3». а 

方程 (22) 就 称 为 回归 系数 的 正规 方程 (正则 方程 ,法 方程 … 竺 
部 是 不 同 的 译名 )。 将 8 也 相应 分 块 , 记 
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PA * 
озб» т (2), > 
МІ р НАС ERRERA Е, В EEA Э ЯУ PF. 
(27) ҚАН T K А B ЛА RAISE. ANRO.) 
就 得 fo B BU UNC ЯМАН бо В ПА: 


в) [Qa x] (9» 
一 |" + =н - “= (у). 
— А; ы; 
жже #— Тоха, 1.-х(1-2Дх, 再 引入 记号 
y= L Y'1, L,, = Y' (! 一 二 中 有 第 


і. = X' (1 = ру, Ly: - Liro 
н 


4. = r 一 1 一 г--БІліІХТҮ 
9-1" += ія)» X хх 
В 
— L7 (ny) + Lax’Y 
y — ЖЕ. XY — пу), 
ШСХҮ — пху) 


由 于 xy 一 7 一 xy 一 ae 人 (Lx 1)(+ уі) 


于 是 


= x'Y — х! (л) у 


= х \! 一 二 г) Y 
m Lsya 7 
БІНЕ J. РЫ Suk Es 
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(н) - 711). es 


В LiL ay LaL 
М (2.8) 也 可 以 得 到 
Г.В = Г 
АУ — 8 оэ) 


因此 ,有 些 书 上 把 《2.9) 作为 回归 系数 的 正规 方程 ， 将 求 得 的 回归 
系数 的 最 小 二 先知 计 86», В 代替 客观 存在 的 po 及 B, РЕНЕ а 
组 资料 的 预报 值 


fan) ада ха-ағж (1-1 ха, 


ЖЕНШ y 与 预报 值 Ў 22: Ү—? ЖЕ. 可 以 用 它 来 估计 
BRE e, EI ё 5, РН 
ge = (Y — ?YY — $. 


$ ү-?-(у-із)-((1--// гал.) 
-(-4Лу-(-4 2 хаші.. 
因此 ге (1-1 лу у {т — ТУ, 
і, (1—1 Ду 
十 LE 人 — LJ) KLL 


1 _ 
= у’ (1 一 LJ) Y — L, L Ы, 


+ 


= L,, 一 Е.Е. (210) 
总 结 以 上 的 讨论 ,就 得 


定理 21 EREGI ARE F. M rk ИХ) = Á + 1 Bç, 8 
归 系 数 的 马尔 科 夫 估计 由 (2.8) ЖАН, 
记 о = 8 = Lyy = L, LIL у, 于 是 有 
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定理 22 RAZA 21, MA 
{к = fi EC) = B, 
ECO) = (n — k — 1). 


к()-|(„) а] (+ 
(аюга) вә 
- аз] (дао) 
- (5) 
5 ЕСО) = EY’ [Q - 17 


- (1 — L 7) XLX (1 — Г\| Y 


会 EY'PY 


(2.11) 
证 明 


{ у, 
-=| : Р( у" * ур) 
‘yp 
—(ЕуРур)» 
直接 计算 Буру, 得 到 
ЕуРур== v; tr P. = о [= (1, - 1. J) — ZA 
— r (n -4- 1), Се; ЖҮ 中 第 Сі» D 元 素 ) 
ЕШ | Е(О) = (о —& —1)ЁЎ+ 
我 们 将 臣 按 行 向 量 或 列 向 星 写 出 ,相应 的 佑 计量 也 一 样 ,于 基 


біз бау 
‚|: (мз, В |1 | (А 5). 
кы Бю 


223 iñ L; = (5), V = (e), МН 
С) 一 (+ + ЭД 
cov (бо. Бо) == НИ, 1,1 =1,02, +++,» (2.12) 


cov (0; Ф) = еңі, isj = 1,2, 5-57) p, 
ШЕН ATHE, Cc = (1 X), 则 有 


в = (ы) - (=) ), = (CECY, 


用 。 RRS т 1, aR о 的 向 量 ， 其 维 数 视 上 下 
ЖЕ, №] p = е, Ё = Ве), бос" В еу). 今 
соу (%;» в) 一 Есе) 一 ЕВ)ее LÊ 一 ЕВ)е,) 
= e СССУЕСКЕСУ — EY)e КУ — EY))C(C'CG) le, 
= ССС УТЧ соу (бу, у) ССС), 
ш- ес С” JECC C) а 
== s; e CC) lea 
Wk. ТВИН, 
соу (fns бо) — «(С Сут, 


БИН VCP) 一 (二 Ури где; Й 


соч (hens ба)" Серу = ÄV, 
34 8 依 列 取向 量 时 ， 
соу (Ë, бо = СС Су", 

Eit tiS соу (is Ёё.) 一 га, + 

定理 22 骨 诉 我 们 最 小 二 乘 估 计 是 无 华 的 ， 用 残 差 隆 除 以 
(в — k — НИНЕ У, ВЕН, 定理 2.3 告诉 我 们 最 
ЛОЯ ИЧ ЗЕ, Дэй (2.11), (212) 在 今后 斤 节 是 常常 要 
用 到 的 ， | | 
这 里 我 们 要 声明 一 点 ,， 提醒 读者 注意 . 在 这 一 节 中 我 们 用 负 
表示 1 x p АНЕ, 这 和 我 们 前 面 习惯 的 用 法 不 一 致 ,但 用 所 , Ж} 
号 又 很 复杂 , 公式 的 形式 也 不 整齐 。 有 从 这 一 节 开 始 ,往往 有 时 间 最 


| » 765» 


是 行 的 写法 ,而 不 是 列 的 写法 , 这 从 上 下 文春 是 不 会 混 清 的 ,而且 
只 出 现在 回归 系数 的 昨 阵 及 相应 的 估计 量 中 ， 其 余 的 向 量 一 概况 
是 按 列 写 的 . 
”个 面 举 几 个 例 来 说 明 本 节 公 式 的 一 些 应 用 . 

例 2.1( 续 例 1.1) 由 于 


因此 
со әт т (0) = 2P _mm 
г. (о 1 (1 11) (1) в m + n, 
L, = (01) (! — LA) y = (ОЪ) (У —17) 
一 пу? — у) 
其 由 
59 =L y1, у= l yl. 
пі 


* — ` + — _ 
E = LIL, =" T 2. „(у® — yy -76 2 – у), 
п 


Ё = у – 2. 7 G — yy 一 yav, 


Hp 


y" 一 i Y1. ` 
т 


Bih ЖЕР 0 _ гҮ (1 - + Лу -n (у? 一 


po тт. aG? У (1 —1-/)у И (у®— 


тт т 十 ғ; 
у) Су 一 72 ， 因 此 也 可 写成 
L, , 0+ 1172. 172 - (yt - утуу - уту 
m опу 
Ë W + Á; (2.13) 


= 265а 


pwr p Pa ЖР”. д ЕН Е", С: НОЕ ЗЕЕ Ly 
ЗИ 4:24, 

922 疼 项 式 回归 ,考虑 (1.3) 模 型 中 矩阵 XX 是 由 一 个 自 变 
BEA ЖЕН. ДИН > АП 


x X; +) x 
mx 1 : 
жы Rtt TERI 
= п 
s= =f; т <- : oe -4 -t 
іп pO 一 一 ‚ Ха? ің 1, 2, а А, L = У) Cat — PO) (кб 一 
# а=] =l 


50), i fJ 1.2, ttt К» liy = > (ха -- z) 《yo 一 了 i=l, 
ас 
22-5» 其 中 了 一 iyl, TRENDENE 
ШШЕ А, 
25.1 [аер P 
ыстық; ¿ky 


=y — FÊ, 其 中 = х1. 


$3. 假设 检验 


考虑 回归 模型 (1.3),， ERRE у» сс?» жш ЖЕЖ ОБ 
的 随机 商量, 首先 要 求 出 及 与 户 的 联合 分 布 。 

注意 到 公式 (2.8) 与 (2.10), 就 可 得 

定理 3.1 设 模型 (1.3) 中 улу. ttt уд 均 为 正 态 随 机 变 最 ， 
Ве + 1,16 (1Х) 一 大 十 1 WE 


G) ë вожу; (3.1) 
G) ЖЕНА; (3.2) 
GD Q ~ ив 0). . (3.3) 
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证 明 шс (IX), 于 是 
б-СССУЗСҮ, о = ҮС ~ COOHCNY. 
% L = (CCC, А4 = 1 бо’. 
НЕА = ССС" 一 CC 一口 知道 LY 与 AY 
是 相互 锤 立 的 (用 第 二 章 引 理 5.3)， 又 4: = А.А = 4) 因此 上 LY 
+; Y'AY 狂 立 ,也 即 上 与 台独 立 。 这 就 证 明了 G). 
及 是 了 的 线性 函数 ,Y ВЕ ОУ 80, Kie TAREA 
数 也 是 正 坊 随机 变量 ,这 就 证 明了 《ii). 
由 于 A2 = A, 4 = A, Ң АЕ(Ү)=С—С(С'СуС”уС = 
О, НЕНЖЕ {2,0 = ҮЛҮ W (n — k 1,7), AH 
wA = (] — C(C'CG) 1C' = tr 1, — telga п — k—13E 
利用 定理 3.1， 可 以 处 理 一 些 关于 回归 系数 的 假设 检验 问题 . 
#131 游 熙 一 个 自 变 量 对 多 个 因 变 量 的 回归 问题 ， 此 时 
k=l, X 就 成 为 一 个 # X 1 的 人 商量 ,把 它 记 成 r, TEDAR 
成 为 


fn! 
E(Y)= (1 3 
-=g эб), зл) 
Трэ *" "5 ЖА л ЗЕЯ V, ERTE. 
ЫЕ К (15) <= 2, EHHE, АЖЕ: 是 否 真 
ВЕКЕ yo 5 у, ЖА? 也 就 是 最 检验 
Н: В =O (3.5) 


isf 
这 个 假设 是 否 成 立 ， 如 果 这 个 候 设 Н, 被 拒绝 了 , 那 就 可 以 认为 
B =< 0, 也 即 这 -- 个 自 变量 z 对 ”个 因 变 量 是 有 作用 的 ,但 是 这 并 
不 意味 着 自 变量 x 对 每 一 个 因 变 量 ”都 有 作用 , 有 可 能 它 只 对 一 
部 分 因 变 量 有 显著 的 作用 ;如 果 这 个 假设 H, 不 能 拒绝 , 那 就 意味 
ЖЕНЕ IRENE yo o ys 是 不 起 作用 的 。 在 这 种 情况 
F, 虽然 我 们 可 以 通过 资料 z, Y 来 估计 出 的 值 , 但 是 所 得 的 В 
实际 上 设 有 意义 ， 这 就 说 明 前 两 节 恋 到 的 个 计 癌 题 , ИЯ 
设 检验 联系 起 来 ， 有 时 会 无 法 判断 所 得 的 回电 方程 是 否 真 有 意 
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Ж. 
那么 应 该 如 何 来 检验 (3.5) 的 Но ПЕ? 我 们 可 以 从 几 种 不 同 的 
观点 来 导出 相应 的 统计 量 T, 然而 ,在 这 里 ;内 是 用 一 种 直观 的 方 
法 来 导出 T2, 下 面 从 似 然 比 的 观点 来 导出 Т, 以 后 岗 章 将 从 其 他 
各 种 不 同 考 虑 来 导出 Т?, 
根据 定理 31 和 上 一 节 的 公式 (2.12) 我 们 知道 此 时 8 就 是 
1x kE ICEN 2), 于 是 有 
Б = LaL gys б ~ N (P, һау». 
O = L,, 一 L, ,L L ay ~ W pCa - 2, VJs 
HE 二 与 怠 独 立 , 因 此 从 第 三 章 就 知道 


了 外 у а ЕР в р 1), 
п 一 -р- 


即 G =, т" “ІРІ ул ~ FCs тори, 
因此 就 可 人 以 用 T2 YP Ь F SERI Н: B = ОЖ, 5 
时 我 们 上 只 要 给 出 Б 与 如 的 表达 式 ; 从 而 推 得 ті 的 表达 式 就 行 了 。 


tal 


тө. Lu È =ar де илин s= ("| 


= = +- > Ха. Е. = ERE ..t3 loai, 其 中 


# а=1 


и У Cea — Eai 9), = у 


}= 1,2, ++, р» 
= 7. = _ 1 ғ 
Ly — >. (yu) 一 有 (pm — y) > у= x= Y І, 
«ті 
因此 得 到 
(a = DOT 一 ОЕ 
= Гаі. - L,, LIL L, ЛЕ, 
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; — аня 
- (+) Р а -至 一 一 一 一 | 
— орьш 


ж 


ГІЗІ 
s РЕ” 


ҺЕШ, 
Ta ipli 28) 
在 下 面 各 节 讨 论 中 ,读者 将 会 发 现 , 许多 复杂 的 问题 , 最 后 还 是 归 
结 为 形 如 (3.6) 的 统计 量 。 (3.6) 式 的 统计 意义 是 明显 的 ,我 们 看 
一 个 特殊 情形 pg i 此 时 Ly = D, (ys 一 了 )?《 即 因 变 量 的 总 


а=1 


жж), Lo 一 > G — 0, — 9), Ай 


H EH (п — 2) 172 = 


І — Les Las 
Тик ВРУ 


42 


(50.-ғо.-») 


У G. — 22: D G, — y) 


它 就 是 一 元 统计 分 析 中 柱 关 系数 玉 的 平方 Ro 而 在 一 元 统计 分 析 
中 ,大 家 都 熟知 统计 量 


рі 
і — R? 


EM F ТЕЕ ҮЛП (3.6) 式 比 时 就 变 成 
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| НИИ Ж И 
(а _ 2у-1ті _ У уу, 


Буу = НИН еуі, 
СӘ 
1 — (L, LIL, .)/ Б 
к? 
Тт к 
它 与 我 们 已 知 的 结 寻 是 完全 相符 的 。 


利用 了 统计 量 , 也 可 以 得 到 关于 回归 系数 向 量 的 置信 域 ， 给 

定 置信 水 平 1 — a, EFR f Fn 一 户 一 1 的 值 ,于 是 有 
ОР (= BOTE Т. „ж Ер, n — р — 2) 
= 1 — а. 

„Өш ТТ РЕЖЕ, БЫ, Ж {Жө — 
РЕНТЫ, НЕ ола 
HEt Ар, АНА Т. 

通过 这 个 例子 ,我 们 既 看 到 了 多 元 回归 与 一 元 的 不 同 ,也 看 到 
了 它们 之 疝 的 关系 ， 于 是 就 可 以 来 讨论 一 般 情 况 下 对 于 回归 系数 
的 检验 。 此 时 考虑 模型 : ДА Дд л> К +1, 


Ёо ^ 
Е) — а х) (ы) + В, ck хх) =k + 1, 
yas ` ` "3 Yim Ни, ВАЕ г, ERD fi. (3.7) 


现在 要 检验 的 假设 Ho 是 
Н: В, -- 0. (3.8) 
这 就 是 要 检验 一 部 分 自 变 量 是 否 对 ?个 指标 没有 作用 . 
我 们 知道 在 (3.7) АЧ, 记 С: — (1 X), € = (1 X, X>) 
后 ,就 有 (3.7) 祖 应 的 残 差 阵 
| О. = Y'(I ССС’ ‘СУ. 
мну В, = O 成 立 : 模 型 就 变 为 
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E(Y) = (1 X) (%, кх) = А,+ 1, (3.9) 
1 
Уаз ** ts Ум а үу ін SA 2 EF F， 正 态 分 布 。 


(3.9) ЕУ ЕРЕ 
Он," УР — c,(CG1C 3 tcOY. 


注意 到 c (CX) МИ, НЮ АНЕ 


(с'с) = (сє сү" - (9:007 °) 
+ (061607) 
--І 


х p-(x;c (CIC Iy -- Гу» 
кш D = ХХ, — XiC CEDC Xa 因此 
， rf (CC) О 
Оо = у: — (CX ( о о) 


(сә е 


—1 
с 
o) ү 
= УЕ — сари 
— Y'(1 — Pe)XD X(T — Pc.) Y, 
其 中 Pe = С.С.) C ВП 97 (Са) 上 的 投影 阵 ， 因此 就 得 
Он, — Ор = У’ — РЕ XDK — Рс)Ү. (310) 


另 一 方面 ,由 公式 (2.6) 知道 


) pecKcicon 一 № 


(/% 
ңін) 一 《GCC Y 
ы; ñ. 

(сауса — (сауа ыр — Pe JY ын 
T ( DNA — Pa ) Y М 
因此 ñ, = DXI 一 Р)Ү› ВАН 
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Он, — Qa = YI — ОХ Әрі — Ро)Ұ 
= DÊ, | 

ДЕ Е БЯ Е, МЕ 

|9 = ҮІ 一 CC CC = Ey -- ыы,» (3.1) 

Он, — Фа = BAXAT — Pe) Xo) Ba 

于 是 就 有 

定理 32 在 (3.7) ЕЛЕК 

С) Qo ~ W, (n АЛЬТ» 

Gi) Æ (3.8) НУІ, О,- Qa ХА» Г); 

(бш) Qa 与 Qu, — Оо 独立 ， 

ШЕН С) 在 定理 3.1 中 已 经 证 明 。 现在 来 证 朋 Gi) 与 Gi). 
由 于 

Qo = ҮХІ--РОҮ. Оһ, = YU —Pe)Ys 
Он, — Qa = У’ (Ре 一 Ре )У, 

记 4, = {1 — Рс), Аз = Pe — Рс, жи s# (CYC s (С), 
因此 Ре(Рс — Ро) = Pe — Pc. 
HEN (I — Po) (Рес — Ре) = О, 
于 是 ,由 维 希 特 分 布 的 性 质 知道 YAY 5 YAY 相互 独立 ， 注 意 
到 Pe — Po 还 是 一 个 投影 阵 , 当 Ho 成 立时 Он, 一 Оо = В ХК 
Pod Xab: ~ W „(А Г), BEA H и (Ре — Ро) — иРе — tr Pç, == 
k. + h + 1 — 4 1) = k; 

我 们 用 最 大 似 然 比 的 方法 来 导 出 检验 (3.8) 的 统计 量 ， 此 对 
位 然 旺 数 用 秆 阵 的 形式 来 写 , 则 

OQ HEN (3.7) 是 


L(Y) = (ы) ІР| TĒ exp 


x 1— >. шу (Y — СЕ) (У 一 сез, 


其 中 
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Ёо 
8 == J с = (1 ХХ»), 
В: 


GD 对 模型 53.9) 是 
L(Y) -(—=) ІРІ” : 
x É Žu И ЦУ — C) CY — са), 


д (5), c, = (1х0). 


很 明显 , 要 使 LCY) 在 (3.7) № (3.9) 的 条 件 下 达到 最 大 第 , 由 最 
МЕЖЕ АЕ—#є š 4 的 讨论 可 知 ， 此 时 的 就 是 最 小 二 


ЖЕН 4, У 就是 1 0， 因此 


тах L(Y) = Сы) ІРІ -3 epi — Su Р-Р] 


a 
= (2 + Qo 71, 7%, 
ұры я 
同 理 有 
mak (Y) — (5 о #4 1. 
因此 ,最 大 似 然 比 统计 量 
шах L( Y a 
ASO _ lo. Joal ту 
max L(Y) 104, i N Oe + (Он, — 9201)” 
ERS F | 
10% 
U = 一 А 312 
10а + B;DB,| ( ) 


ЖЕ p 一 ХР 一 P). U ЕЕ ОН, жеген» 
布 我 们 将 在 第 七 章 和 第 九 章 中 进一步 去 讨论 。 将 (3.12) 与 第 三 章 
定理 3.4 相 比较 ,我 们 就 知道 在 H RER ERE Ap az 一 全 1， 
如 )， 和 第 三 章 一 样 , 当 如 一 1 时 ,就 可 以 导出 ГЕНЫ, КЖ 
证 明 这 一 点 . 

др 一 ТВ, X, 就 是 一 个 向 量 z, o D 是 一 个 数 MEM 
$2 的 公式 (2.12) 知道 , 记 B, — б i, VCE) чу, 于 是 从 

0-1021/10г + 45] 

及 行列 式 的 四 均 公 式 ,得 到 
1 
> 


— 45, | | 
Qa |- |1]] 0e + 4Ё5,| 


= 10.101 + 4058: 
因此 


1 
Ta 
注意 到 (z — k DOT — 45,00 %» 因此 了 与 天 是 等 价 的 ， 这 
Е RITR ЖТТ Е АЈА, 要 检验 菜 一 个 自 变 量 的 回 
归 系 数 向 量 是 否 为 0 的 统计 量 , 它 就 是 
T? = 45,026,» - (3.135 
且 有 


6 — Р 
—, ~ Flp, n — k — р). (3.14) 


WR k = 1, (3414) 就 是 例 3.1 中 的 天 在 下 一 节 , 我 们 将 会 看 到 
(3.13) 的 人 2 统计 量 是 很 有 用 的 ， 


$4. 腔 步 回 人 好 


现在 我 们 来 考虑 多 元 的 深 步 回归 ( 即 多 对 多 的 逐步 回归 ), 下 
面 分 两 部 分 介绍 : C) 是 理论 及 公式 ; (=) 是 计算 方法 根据 
(二 ) 很 容易 编制 相应 的 程序 
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(一 》 理 论 。 ЕЖУ, ЭСТЕ ДЕ АЕН ЖЕ. ИЕ ДЕНЕ 
E, 都 归结 为 下 面 的 模型 (4.1) 与 模型 (4.2) 的 关系 。 因 此, Ri 
先 详细 讨论 模型 《4.1) 5 (4.2) 的 关系 式 ,然后 肯 看 它们 如 何 用 于 
逐步 回归 

ЖАЛ НЕЕ 4, "су =. 与 p IN ЛЕ Шә РАА ЕЕ 
КОНИЯ ЕНІН) 


№ 
ECY) = (1 x) (2), 5х 1+1 (41) 
Yars 759» Усы ШУ АВЕ ВЕ Г, ЕЖ. 
Е нана и. TERNER 


ЕСУ) = (1х 208), rk (1 Хи) = š + 2, 
nx p ік 1 `P, (4.2) 
тау 55%» Уа har ВИЗЕУ, 正 志 分 布 . 
注意 济 摸 型 《412 5 (42) 的 差别 仅仅 在 于 自 变 盟 的 个 数 不 同 ， 
因 变 量 的 不 数 与 观测 资料 均 无 改变 。 我 们 用 А. ñ, О RREA 
(4.1) ВАА КУР ЕЕ (и), Йа), ОЙ) KFR 
ДЕ (4.2) 中 相应 的 в, В О, ^ ИЕ, ZE (4.2) 
中 还 多 一 个 b, 的 最 小 二 乘 估计 2. 现在 来 导出 6, B, 0 与 
ÀG). Blu), Оби), Ё, ЖА. 为 了 方便 ,我 们 还 是 引用 记号 
L... Lays L,, 等 ,再 记 


ыты (1 一 1. 7, L. = (1 - s: 7 x, 


Lu = + (1 — 1. 1) Y, 


ы 


E 
Lyx — Lias La = їл. | 
& c = (1х), С. = (С “2 ЕЕ НЕЧ 50,19 
Ама СС Сиу! (СЄ) o 
(с.е - "С wu ) ( о о) 
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+ (сос) (ис (с' с) _ г), | 


其 中 
d = w'a — WOO CIC, 
注意 到 C 一 《1 xX), Hce 用 四 块 求 道 公式 ,如 同上 两 节 我 们 常 
用 的 方 东 一 样 , 就 可 以 知道 
| d = Luu — РР ae 


于 是 有 
定理 4.1 


А = ЧЕ, — елен ху Ds 
ро = ñ ІС, „В, (4.3) 
Бо) = y' — F'Ê(u) — abus 


其 中 


1 J — 1 


= yl #= xl ян 1,4, 
н в м 


ШИН шї 
(ы) 
а меен (60 Се) 
Ул 
_ (сонет) + (Ee 
Хак ССССУСҮ -“Ү), 


而 的 一 【CCC 了， w CC CCY 一 wY 一 u(Pe—DY, 
Ж (2.10) 中 的 名 相仿 ;可 以 证 得 (Ро — DY = LLR Ley 一 
Luyo 因此 就 得 

5, — dE Luy — І.Л). 


再 注意 到 《CC СҮ 5 (С'С) Си КЕ ЯЛЕ ЖҮ Л и, 
因此 ,就 有 
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( бс) 


МО = (ССУЗСҰ + (CCV C'u (— b.) 


5, и 一 РР АА 
7 (2) + ( LIL, ) = 42 
- (^ —#'Ё(и) 一 5.) 
ВАЙ, + 
Хх О (43) НН ЕР, Оби) 是 《4.2) 相 应 的 残 差 阵 , 央 
此 就 知道 怠 与 QC) 的 关系 是 C 见 (3.11)) 


定理 42 Olu) = 0 — 484, (44) 
ШЕҢ МАКСИ), ER} В: = Ё, ХИТ — РУХ и (1 一 
Poju = 4 
从 上 节 定 理 知 道 ,要 检验 
Ну: P, = Ü (4.5) 
是 否 成 立 , 这 时 应 采用 统计 量 
т— — BQO) bas (4.6) 
其 中 
? 
аа ИТ", 
1 1 


利用 四 块 求 道 公 式 , 知 道 е ССС.) ы = 87, 又 因为 有 求 道 
AA: 
у = __ Ау АТ“ 
(4+ y) -4 1 + ула? 
FE (4.6) 式 中 的 天 可 以 写成 
T? = (а--4-105(0- dhubb y En 
ав — 408,07 М pg 
кеса (ез 6228595) s] 
“-4(в-4-204097%/С1--45,0-%2. (4.7) 
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АЧИТ! 


“1 ы» 


利用 【4.7) 式 就 可 以 检验 Ни 六 一 0 是 否 成 立 。 下 面 我 们 就 用 
(+7) 来 给 出 多 元 逐步 回归 的 步骤 及 其 相应 的 理论 依据 。 

一 般 地 说 、 我 们 只 须 对 某 一 步 给 出 人 选 变量 与 剔除 变量 的 办 
法 ， 就 可 以 得 到 一 般 的 方法 ， 假定 在 某 一步， 已 入 选 的 自 变量 大 
ia * 7 “ұз 待考 察 的 ВЕ ЛЕ «ыу ~ ЖАЛАУ ЗОРНАЯ Әсіп 
为 


т, "ы `°* si 
хц? Airy Ар, 
хе: : | Í: | |: 
Жа” "Ха, Жағы TT Za 
ЖЗ», 
Уп Pir 
Y=! : : А 
Уа * "Yap 


МЕА е, бу н, >» 270 ЕН, RA 


ECY) = (1 X) (%) к(1х)=,+1, (48) 
ir B 

Жаз» Уса ЖОЛ IEEE, Eeo t. 

ЖЖ 1- 235 ЖЕ КАЛП вз а т", 就 相 当 于 把 1 = 一 的 资料 


逐个 添加 在 《4.8) 式 ЕСҮ) 的 石 端 ,例如 考察 “vn ЖАЛАНЫП, 
此 时 就 成 为 


жыл ffa 1.41 
Е(Ү) =|1 x : É akli X? |-ғ-?2, 
1 r 
б, ы) Яве 


ж arèl 
1 


Fia 777» Yis) 独立 ， ЕЕ p, 正 态 分 布 。 


С»; 
比较 (4.8) & (4.9), 就 相当 于 模型 (41) 35 (4.2), RÆ krou 
就 是 ль 的 资料 就 是 向 量 ху "= (аддз ” к). 因此 、 
很 明显 ， 要 问 承 加 ы 后 对 回归 方程 是 否 有 影响 ， 也 就 是 检验 
(4.9) HRI Ho: ba = 0 是否 成 立 ; 因 此 此 时 应 使 用 统计 量 (参看 
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(4.7) 

3 m я 一 站 一 _ d$, ОТА _ 
т ( 9 1 drp QB , 
其 中 

d = КИЯ, -- ағы (1 - 二 г) хілх (1 = = J) 2,41. 

为 了 注 明 上 述 的 7 是 检验 引进 变量 За БАИЯ, WEJ 
Тін. 类 位 地 ,对 “ыз tte’ e PRS T en 引信 它 以 后 是 否 起 
作用 ,就 应 用 统计 量 


1,5,0-16, 
q 2 Ші. А _ 
I 一 《一 > 21 OO 


其 中 
d, = хх; — Í! - 1) хіх 1) Xis 
` zz н 
жу (хыз Zus ttt’ Xaho ізін і1,%--,:, 


ЕШ, 应 该 比较 Ті Тен» “т, Ti 求 出 其 中 最 大 的 ， ХЕП 
Тін. 然后 作 检 验 


пр ғ 1 ' 
ея 2) Tn < Felos пр г — 1) (4.10) 


ЕЗҮ БАЛЛ, A (RIOR N] ы ВУНЕ, Ч, уы быз * 
=, 中 都 没有 可 引进 的 , 5| Аа ЕНЕ. Ж (440) 不 成 
ҰЛ «м 引进 后 是 有 意义 的 ; 因 距 ,就 引入 ы. ИВР (4.8) 
RIXE ESF] z f X — (X ха), НН ғы» ть, 
ESATIA › ШЕНІ T Rus ж Д, 

ЕВЕ. ОЛА! 
И: Е: rh 2 gz 38 uj Bi 2 
йй, ММ ЗЫ =1; С-ға» 无 四 现在 考察 第 有 十 1 个 
ЖЕ ДЕТТЕРИ» 将 ру tta Яд БӨ И 4137779 Ақы Ж 
К, ШЕК ЯП И 
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HIT- 


” 
Е(Ү) = (1 ды ақын) В | rk (1 куб бхз) = k + 2, 
м: 


Уаз» `" "s Уа) Жаны НЕ ЕУ. ЕЖЕ, 


(4.11) 
шеки E 
Ho: bn = 0 (4.12) 
ВЕС rn СЛУ ЕЕ), Ж Сат ay BS X, ды A 
fen (ал) 就 是 
ЕСУ) = (1 хы) É 
Lk 1 
был 


Ха 5773 Уса) 独立 , 同 协 差 阵 Р, ЕЛ. 


} rk (1 X O) = à + 2, 


(4.13) 
ЕНЕ Но; baa 一 0， 这 是 我 们 在 $ 3 中 讨论 过 的 间 题 ,知道 用 统 
ін 

T? = (п — k — 2)45, ОТ! з 
其 中 d = Luu — ыи» 
же ЮТ ЕВ КАТ 是 与 自 变 量 n 相应 的 , 记 为 Тін» 
于 是 i “ұн БІРЕК) 
= (z — k — 2)4,5 0-5, 


和 


Тн 
N п 


其 中 


Ki = (rra бра" ° хын» із 1,2,-.,4-КІ, 


š, L oE 模型 (4.132 中 <, ОЕ ДЖЕН B 1 Ж 28 
阵 ., 此 时 应 比较 Ті, i=], 2, ---, R + ЭЖА a BJ, ЛИ 
Тін» Тан 的 值 作 王 检验 ,看 
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п-р-4-1 
а-а-а Тін FG n= pki) 
是 否 成 立 ， 如 有 果 上 述 不 等 号 成 立 , R an 是 不 显著 的 ， 它 可 以 
D 别 除 后 对 镜 下 的 这 些 变量 р, …, = 继续 考察 是 否 还 有 可 
蜀 除 的 ,直到 没有 可 剔除 的 才 转 入 考察 是 否 有 可 人 选 的 ;如 果 上 述 
ЖӘ ЖДАЛИ ЗЕН 63, 55 wk 中 没有 一 个 自 变量 可 以 剔除 ( 因 
Ят; ЕК í R 3 Et =; Ej еру б", тл, Tipa t*a “13% 
配 时 的 作用 :， 妇 时 作用 最 小 的 也 是 显著 的 ， 当 然 其 他 的 就 更 显著 
了 ), 这 时 就 转 人 考察 是 否 有 可 人 选 的 . 
这 样 直到 既 油 有 可 上 剿 除 的 又 没有 可 人 人选 的 为 止 ， 选 笃 自 变量 
的 步骤 就 可 结束 ,就 进 人 计算 回 握 系数 ,给 出 估计 值 等 步 又 ,这 就 
基 通 常 回归 分 析 中 的 计算 了 ， 有 关 的 理论 根据 和 公式 就 介绍 到 这 
里 ， 下 面谈 一 谈 算 法 , 希望 读者 在 看 算法 以 前 , 最 好 把 第 一 章 $9 
中 的 Gs, 门 消去 变换 先 看 一 下 ,这 时 用 的 就 是 G, D НЕН, 
(ч) 算法 йнт1Ң4 ш, TARE, НІМЕН 


=, т 2” жуз, 

Ха Жос" "Жі Ул УС” "ул 

х хх “++ 
x—| Ха х2 m |, Y 一 Ya Уз 722 ; 
m x В 

Tal Eaz" “Хат Fal Уаз" "Уар! 


HP, 《资料 是 否 变 标 准 化 ,者 具体 问题 而 定 , 因 此 ,这 一 步 
可 用 可 不 用 ) 将 资料 标准 化 ， 


通常 有 两 种 标准 化 的 方法 ; 
Gi) 将 
ар min д; із--1,2,%%%,П, 
xy 一 z, 一 10 
шека — minea не 1, 2, 555, т, 


НЫ, Л АЖЕДо< u < 1. —1, 2,--%% л, 
і771,2,""", т, 


GD 将 
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хар Z; ізə«ңі,2,-%%, лә 


J (х; — 8) а, Za tte тіз 


j xj m 


其 中 


Е: 

_ ыч . 

=, =— У Яо» pml, 2, -- sm. 
H aal 


很 明显 ,此 时 有 57 y = 0, У) C; F=, j=l, 2, 


经 过 (1) в G, НЕХ 中 的 元 素 xz; ЖЖ. 同样 地 , 将 
ЖЕУ ЖЕН O R GD DEEE. 

以 下 我 们 慨 定 多 ，Y 中 的 资料 都 已 标准 化 ,为 了 简化 符号 , 仍 
用 хи» ya DUAR Х, У НД] л ЕНЕ, 

жс». ТАНЕ Д. 


422214 | 
ЖЖ z = — уар j= 152,335 т 
а=1 


22 
L; = 之 G ви — E)» іізт1,2,-::, т, 


із 一 - (ы — ООО - т,» = 1,2., `" ', M3 


а=] 
= 1.2.4730 ф 
аі 一 Барына» із-1,2,-%%% б, } = 1,2, +43 ф 
Б атарын 一 У; (y. — y.) aj — р, ііі, 2, ста), 
«гі 
于 是 得 
L. Ly 
-CD 一 人 y, 


L 
өтірілітер) Lys Lyy 
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这 里 Lae = X (2—5 рх, La = Ly = X u 7) Y, 


„= (1-1 J) Y, PANSAN- R, 


第 三 步 。 逐个 考察 引 人 肯 变量 =, 后 相应 的 Ti НЕ, 此 时 
d, — L, b = d; Yp, Жн 


liy 一 


я 
Ея, imal, ен, т, (4.14) 
ің — la Lyly 


比较 Tih a Th 找 出 最 太 的 , 设 为 Ті. м 


по р 1 
— Ti — F(p s — р — 1). 


选 定 二 个 常数 Fa 及 Fas 它们 分 别 表示 对 人 选 变 时 和 剔除 变 


n—p 
RED Fi 848. ША —— Ti, < Fa, 就 停止 筛选 ,因为 没有 
п — p —1 
ЕНЕГЕ; ЖЯ 一 一 一 71, т> Fa, RASKE «o БОЗ 
ЖЕЙ: L fE Са, А) 消去 变换 , іт LD, LD 中 网 元 于 用 ИР Ж 
Же, Ша 


ТИ ль $ == 了 =, 
Sigd liy a дур і 
р- C МАТ (адз) 
Ime t= йз ре ду 
цзы iof = ie 
TÆ LO аррар, Вр 


LR 19 
L® = (ыш гө 
M (г. р 消去 法 的 性 质 知 道 ， 此 时 р — uM т” т), 5 
7? = Сал" "аын 具有 性 质 : 
G) 如 果 :是 人 选 变量 , 则 站 = — 9; 
Gi) 如 果 -, 是 未 人 选 变量 , ДІР 一 Д0. 且 此 时 го ЖЕҢ 
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应 于 考 都 人选 变 量 的 回归 模型 中 的 残 差 隆 ， 当 - БАЯН, LY 
就 是 相应 于 =, 的 回归 系数 ,这 些 性 质 都 是 应 该 注意 的 。 КИТ 
在 一 般 步骤 中 还 要 再 一 次 来 说 明 它 。 

第 四 步 ， 一 般 地 说 ,如 果 已 人 人选 的 变量 是 astes 此 时 要 
考察 ы, ++, = 中 是 否 还 有 可 以 人 选 的 。 从 G, D 消去 变换 的 
HETA, 无 论 在 此 之 前 有 多 少 次 人 选 与 剔除 的 过 程 。 实际 上 它 
相当 于 对 工作 了 (1，1D，(2， 2), es Co r) 这 > 次 消去 变换 ， 因 
此 由 消去 变换 的 性 质 可 知 ， 此 时 的 L 与 最 初出 发 的 工 有 如 下 的 
жз. ін 

Lall, i) Lasla 2) 6." 
La Lay „, 
(ү |: L. (2, 2) L Q), ， 


P 


LQ) E) Бы 


Wet LESE G, 1), (252055 (+, n 消去 变换 后 ,得 到 
ію Lt фр, 
1шк1, 1) ЕЛДІ, DL... C, 2) 
o= [ LQ. DERO, D Lel, D- La, DEC, DL... 2) 
— Ё), 1) ОУ — L. 02, ОСІ, 10, (1, 2) 
іа, DL, (d) 
Ee (2 Е, =(2, DIR, зы 
工 > 一 L,.(1DL7SCL, DL, Ci) 


цю LP LP 
аот zs ир) 
БАЛА 
可 以 看 出 相应 于 人 选 变量 aots a, 的 回归 模型 (4.8), 
LP = гра, реа) - В, 
LP = L,, — БОЕ 105,61) = 0. 
я ЕР, LP, РЕНА, КЕТЬ 
义 个 关系 数 的 讨论 中 会 看 得 更 清楚 ， 而 且 很 明显 , 对 未 人 选 的 变 
ËL -at а 来 说 ， LW 中 的 主 对 角 元 素 EPD, i= r t l, 
т 正好 是 Ti 中 的 必 ， 再 利用 公式 (4.3) 如 的 表达 式 ， 就 知道 73 
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中 的 i 
b, = ра = PPPT + 
因 开 ,从 理论 部 分 一) 知道 
2> (a — p 2) НОТА _ 
Ti = (nr 222 арак 
стою) туз _ 
роочу а 
гор рч 
Tr 
тік LE бити ул Ж. #4 (4.16) 与 《4.14) 进 行 比 较 , 可 
Ж Ез ВВ), АЕ ЕНУ КІН. 但 也 是 一 致 的 ， 
常数 (в 一 + — 2) 就 是 = 一 2 再 减 去 人 选 变量 的 个 数 , 刚 开始 时 ， 
人 大选 变 量 的 个 数 =0, НЕЕ(:—2). б АТЕВ А 
Е, Ее (в 一 + — 2). ЖЕ (4.162 的 分 子 中 ， 只 有 = :未 入选 
Ер, ДӘ 一 17, 因此 分 子 是 一 个 正 数 , 而 当 =, АИ У, 
ОТ, Ее, ғ Е2,6 m 逐个 比较 , 找 出 
最 大 的 , 设 为 Ti PH 


-(4---2). 


(416) 


Ti— max ТИ 
PHL 
£ 
(-р-ғ-і1) 
p(n — ғ — 2) 
ЖЕДИМ. ЖАКДА, Ай =, 对 工 中 阵 作 G D 消去 变换 ,将 
LY — а»; А ВПБ НОЕ (ВН); 若 不 等 式 成 
Xr. ЖН. ЕЙ ДЕ. А ТАТАН КР ЕСЖ»), 
第 五 步 ， ЖА, ШЫН АЕ Plat" Ta FaH» 相应 
的 工 阵 记 为 L, ЕЕ =, > “in НЕОН] EBE BS. № 
时 将 1/9 рлу 


73 < Fa 


б LP LUN *+1 
іш == | Іл) ГАЧ Ір | a=k- 1 , 
ГАЧ LD 1р, Р 
кї т-қ-1 » 
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实际 上 与 зе; Ав Мәсе р FAHRE L” 中 的 四 个 子 


ik BIT PE 
LD Tisti n 
(io roe > ө 
k+1 Р 

由 于 “ra *" "s ФАН ЖАБЫ A YE BU, МЕНТА 
讨论 可 知 , (417) 中 的 四 块 是 与 模型 


Е(Ү) = (1 хо(®) ‚ ах = А2, 
қы 


Faja 9%» Finy AR YC BIP E E F, Е 
相应 的 估计 量 Ё. ОБ ХАННА Las ЖЖ. (4.17) ЯН 
也 就 是 
га ы. Ду ти Ë 
Сы sh za L,, 一 ым.) р - В о) 
БИШ, ATE =, 相应 的 回归 系数 的 估计 8, МЕ Мий; 
17, 用 以 前 的 记 法 , 就 是 Д, П 正好 是 LIPS с, 站 元素 的 


WBR 4, = 1700. ЖА = РА + 1) ЕВГ КВО 
统计 量 


ПАЧ, 
тї = («——2) ОВО, 


这 里 乘 一 个 (一 1) жир = -ҚУ. т, es Tho Ж 
出 其 中 最 小 的 , 设 为 77, 


Ti= min ТІ, 
1<;<k+1 
作 检 验 , 看 
я-р-і-і 


(= Ry Ti Ра 
是 否 成 立 。 如 果 不 成 立 , ЕНЕМЕ ЖАПЫ, 转 回 
第 四 步 , 考察 是 和 否 还 有 可 进 的 ; 如 果 不 等 式 成 立 , 就 表明 2; МА] 
В, МЭ LOE G, 站 消去 变换 ,将 LP 变 成 LT3, 再 回 到 第 五 
步 开始 的 情 癌 , 再 纸 续 考 察 已 人 选 的 自 变 最 中 是 否 还 有 删除 的 ， 
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Ж, ЗЕБРА BUSA, ӨНЕГЕ А хай ЕЖ 
ЖЗ ge E| shi , БИЯ АЖЕ А Ao oB B: А 
ВЕ LO, 于 是 LO 可 以 分 成 九 块 : 


т? L Е 
LP LP LPT 
LD LP Lp” 

k m-k Р 


1 =з Ты Уур 


很 明显 ,从 上 面 的 讨论 已 知 
8 一 LP, 
Ех? 

利用 公式 (2.9) 就 得 


б = y -- vB, 
其 中 于 是 em =, ШАУНУ APERTAR НЕ ІНЕ, AEA 
报 方程 就 是 


> қ 
М == Ë “з + Ба 
и РУХА . 
Я, . 
Th 


在 所 用 的 资料 点 上 , 相应 的 预报 值 Ý Н 
Ёо 
%-ао%) 
тит 
给 出 ,其 中 义 一 | E |, BA kB REDRAR, 
X," ` Хы 


逐步 回归 的 全 部 计算 过 程 就 是 这 些 ， 如 果 р = 1, ДЖЕН, 
这 就 是 我 们 熟悉 的 通常 使 用 的 逐步 回归 的 算法 . 


55. ЖЕ А 


Сы аа АНКОР ШАН — 
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ЕУ. ТЕШЕ ЖААН ЖЯНҒЫ estt =, HA 
жы мәсе, р 前 回 归 时 ,加 时 = 只 对 д 有 影响 ， 对 其 余 的 
Жас 没有 什么 影响 ， 那 么 在 作 T? 检 验 时 ,很 可 能 就 不 显 
ЖАН. 通过 筛选 的 步 又 后 , 就 比较 容易 被 淘汰 挤 ， 实 际 情况 可 
以 理解 为 这 样 的 ， 因 变量 的 一 部 分 与 自 变 量 的 一 部 分 有 较 密 团 的 
关系 ,例如 无妨 设 2з, +, Fa 与 = +++, ек ДНЕВ, 
而 另 一 部 分 因 变 量 Бы» wo Б ena tto "ы 有 较 密 切 的 
Roven Өле R EERIE Fitt > Pp, 与 Уу а, tt Fn 
一 定 和 不 会 有 共同 的 变量 ,然而 ,对 于 баз” эе, ылады ты 
要 求 它们 也 无 共同 的 变量 就 不 合理 了 ，, 大 为 一 个 自 变量 +; 可 能 对 
许多 不 同 的 >» 甚至 全 部 的 yy; 痢 有 影响 。， 因 此 就 坦 出 了 一 个 问 
题 ,是 否 有 一 种 逐步 的 算法 , 嗓 能 依 因 变量 和 自 变 量 的 关系 来 将 因 
变量 进行 分 组 ， 又 能 使 每 个 自 亦 量 对 各 组 因 变 量 的 影响 都 能 反 有 
出 来 ,这 就 是 双重 筛选 的 各 步 回 归 。 我 们 先 介绍 有 闫 的 公式 :其 次 
再 说 明 算 法 和 步 又 ,最 司 , 再 举 一 个 计算 的 实例 。 
考虑 模型 (以 下 总 假定 相应 的 忆 阵 满 秩 ): 


1 
|а -аж (®), (5.1) 
УЕ НЕТ, ЕЯ, 

MATE $2, (2.95 得 
Ê 一 у 一 28, 
Ё = LilL,,, (5.2) 
L,,(C) Š Ly — ылы; ЖЕ, 
МГ НХ ЖЖ Ве, ИЩ 

U = |La OL Eyl 
МЕТ <, б, “<| 与 Fotto’ Ze ТІНЕН ЖЕЖ, 
Е, СС), | EERE h. “ү, с w. Бу Fo t’ Pp ZEK 
НЕЕ, СОЖ О НОЯ Ян, RT EA ЕНИ 
近 分 布 ， 


— kin ~ (өр), 
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其 中 
p t m + 1 


& —=n— | — 2 


ЖАЛЫ АЛПЫ ЗП А ЖЕШ =„ 后 ,是否 对 回归 预报 有 影响 ,内需 
ЕЕ (5.1) 与 下 面 模型 (5.3) 的 关系 : 


Рл 
E(Y) = (Хи) | | б.з) 


Ба! 


Y BATA НИЕ, 正 态 分 布 ， 
相应 的 公式 见 $4。 лтан ыны. Ет ДАЛАЛЫ 
(5.1) 与 下 面 模型 (5.4) 的 关系 : 


E =A 2) 6). (5.4) 


(У а) ҚАЛТА НЕВЕ РУ”, Е, 


ү* = C A, 
# P 20 (5.1) 中 的 阵 . 
相应 的 弟 推 公式 ;利用 第 七 章 $4 的 《4.11) ETA HEGE BU Il 


其 中 


用 的 记号 , Qa RREY r, La Las Loys Lyst е ЕНЕ 
义 和 前 面 一 样 ， 就 得 下 面 的 公式 );: 


z 
Êa = ЕСЕ, Г...) (5.5) 
о ыш (> = БуЛ, у» Lys — көктеу 
М Ly 一 НИ ЙЫ] БИЙ Г. ва — [ИЛЫ РИ 


i=) ғә, 
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Lsls y) 


记 и, = 1 — L.G) ° 
ШЖ 
п--р--т--і1 - 
сүр FO n орт — D, 
БГНЗЦАЖ В Е ys RJ = 引 人 后 是 否 对 回归 方程 
有 显著 的 影响 . 


只 要 有 了 公式 (5.5) 及 逐步 回归 中 的 递 推 公式 ,其 余 的 方法 和 
$4 大 同 小 蜡 ; 攻 此 我 们 对 算 潜 只 给 以 简短 的 说 明 ， 

算法 : 

1. 设 全 部 自 变 量 (因子 ) 为 #1, ttenta, НЕЕ СНА) 为 
amao O Tato A KAUR GE TE RAPHE „ё == 
(=). 

2. 建 立 工 阵 : 《这 里 用 相关 阵 , 也 即 考虑 标准 化 的 变量 》 

一 Сыр» 记 р = S; = Ly 


L 
іттізхіміҙ) 


其 中 
l; = > (ха — (ха — a)/ 


(> Cr —#0 У 


ЕЛ 
-| ка 
я 


УЖ, 


3. ЖЕ, A m AAT, a 个 预报 量 , 相 
кін, 5 Б-Р, јо О, 59, 5 汉中 的 元 素 记 为 
Sat- 

(а) HAAF. Ж 

m == 1 — 59/55, із-1,2»%%"» ту 


ШЕ АЖЕ Ж б < 0, ЖАЗЫНА w 20. 在 所 有 小 于 


т \# 
5 {хш =F) s 
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Ойун н, 5 АУН ЛЮ 9. АНИ Ры, 有 
тат 
PA 
ШАГАН <, EH 
соб ВЕ 
50 
TEHA ЗІ», 否则 就 转 入 选 因子 ,万 所 有 大 于 0 的 wi 中 ， 找 一 
最 大 的 设 为 ШЕ | 


паж! m 


(—и,) = Бі» 


ЕК, 


Go 4) 消去 变换 кт, 


2 


页 T 一 шо > Ға» 


ШДАНЖЕ-,,, EEN 


обоо таа 


Ca in HERH 


siru, 


59 
жаз», 否则 就 转 入 
(һ) еліне, ИЯ 
н = 1—5, тъ 0 та» фе 1.267785 рә 
对 入 选 的 预报 量 y, СЕП е.) иў << 0, 对 未 人 选 的 好 22 0. 在 所 
有 小 于 9 的 аў АНА МНО, ОЛА ий, ДЖ 


в- mi 


50, 


m “ 
тү (—иў) = Раз 


ДЕ ЗЫ v; СЕП е). 作 变 换 
кюй: 0 ная 
1 
жест + й» m + #) HERR сат, ` 


转 回 第 32Р (а). SUAR af 中 大 于 的 部 分 中 找 出 最 大 的 ,无 


сан», 


A) 1— нр 
жамы БАЯНЫ у, СЫ) е)» 作 变 换 


+» 203 = 


‚С, BD 消去 变换 
su = НИИ, хан», 


soleti niid Mirt HEER go, 


іші 337 (а). ЖОЛҒА 

4. ТАН A BBS INT. MRR РИН, РАНЕ, -- рр, 
然后 在 原始 资料 阵 中 全 部 删 去 已 人 选 的 预报 量 的 资料 【注意 因 了 于 
的 资料 均 不 期 ;然后 百 重 复 浆 个 过 程 ; 直 到 预报 县 都 有 了 回 妇 方 
Е. 

下 面 举 一 个 实例 ， ВУ ОКИ 27 个 站 5 一 8 月 总 降 
ЖЕ ЙАШ rE ЗЕН УКЕ X да КЕЛК E ATT 500mb F А 
温 等 47 个 因子 。 详情 和 如下: 


я Е ғы 成 都 
2, 南通 2о ЖШ 
7. Ем ға 西昌 
2, 杭州 Уә ЕВ 
2 М Ға 会 理 
ж 合肥 ға XR 
# ЛЕ ға 吉安 
7. ВА Za 衡阳 
жо BH ға ABH 
2а НЫҢ 75 РВ 
2а К ғы ШТ 
2а на 2 ЖА 
ғы ЁШ ya 汉口 站 年 平均 流量 
ға ШІК ғә ХПИ 
75 ЯУ >, 宜昌 站 年 平均 流量 


4 ЕАН 
ә 上 一 年 全 国 温度 等 级 
а 1 ARARE 

~ 1 月 东亚 寞 位 置 
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as 1 ЛЖ 

т 1 月 讨 高 强度 指数 

ІЛЕГЕ НЫ 

= 1 月 下 欧 平 均 环 流 指数 

= 拉萨 上 年 10 月 到 当年 2 月 平 沟 气温 

= 玉树 上 年 10 月 到 当年 2 АУЫЗЫ 

“д 2094 120°Е 上 一 年 11 用 海面 平均 温度 

=u 20°N 125°Е 上 一 年 11 月 海面 平均 温度 

=з 20°N 130°Е 上 一 年 11 НЕНӘ 

"а 25°N 125°Е 上 一 年 11 月 海面 平均 温度 

= 25°N 130°Е 上 一 年 11 АЕ 

== 上 述 五 点 上 年 12 月 海面 平均 温度 

еп #5 上 上述 五 点 当年 1 月 海面 平均 温度 

"5 as Fai 11 地 区 500 mb 当年 1 А КЕШЕН 32 Р #5 
70 N—80°N, 40°Е—70°Е; 60°М, 70°Е; 
45°М—50°М, 0°Е; 30°N, 1D°E; 

459N—55°N, 80°Е—90°Е; 30%Ч--409М, 60°E—90°E; 
509М4--559М, 1109E—120°?E; 4095, 120°Е—130°Е; 
25°N—30°N, 100°Е—130°Е; 25°М—30°М, 16)°Е---170°Е; 
4554-5024, 100°W—60°W; | 
е-е EIR 11 地 区 500mb 当年 2 A AREFE, 
使 用 的 资料 是 1954 年 一 1975 年 共 22 年 的 上 述 气象 资料 。 

为 了 控制 进入 方程 组 的 因子 及 预报 量 的 个 数 ， 我 们 在 病 选 自 
变量 及 筛选 预报 量 时 分 别 采用 不 同 的 卫 值 。 记 Е, УВЕ 
的 临界 值 ,F ЖИРЫ ВЕРЕ ЧА, РЕН Г: 

长 江 下 游 地 区 : 

Е, = 4.2, Е, = 14, 

АХВ: 入 《南京 )， ys (W). Ys 《合肥 )。 

ABAT: х (1 月 付 高 面积 指数 》， 

хе СЕРЕ 500mb Z A ARET 
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ze (1 月 亚 欧 平均 环流 指数 m) 
xs (EZ 11 B 25°N, 130°E +), 
U = 0.44, 
得 点 程 组 
уз = 5644 — 19.02; - 10.3, — 167.315 — 23.4503 
уз = 9435 — 4.96; - 8,54, — 323.255 — 23.6х 
р = 2456 — 2.20; — 9.60, — 48 7х5 一 18.9 хщ, 
8-і 
Е, = 4.0, F, = 1.5, 
АЖ: > СЕН» > (杭州 )， 
ЛНУ: rs СЕМ 500mb — Bs ВЕЕР), 
ко CEHE 500mb Д КЕРЕН GEA)» 
n 《拉萨 冬季 平均 气温 )， 
tt25°N, 125°Е 一 月 海 温 )。 
U = 0.25, 
得 方程 组 : 


із = 1312 十 3.76xe — 39.7х, 一 22.5х + 16.2545, 
y Í — 2810 + 15.1х»% + 133 ха 一 41.4 хз; + 10 .В хат» 


中 游 地 区 : 
以 下 三 组 方程 骨 取 F, = 40, F, = 1.5. 
第 一 组 : 

АЕ: Yi (EHA) y: (HA) 

AENT: zx (第 十 一 区 500mb — A Ва), 
хо (RBE 500mb — H BREM), 
xp GE FE 500mb НУ, 
xa《 第 九 区 500mb — Н AREH), 
хи (20°М, 120°Е 上 一 年 11 А), 
zs (25°N, 130°Е 上 一 年 11 А), 

U = 0.19， 得 方程 组 
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[уе 972462 {лр 4029 ди 31259 П 209339, 
у2==3162— 12.01 84.451; — 19.13-19.43, —16.555+16.7х. 
第 二 组 | 
Ана: 
ул CHIK) yx ЛЕГ), уа OXO ЯН ЫШ)» 
уә СЕН ЫНЫ). 
АЖАТ: х. (АЖР), 
хз (一 月 亚 欧 平均 环境 指数 Im), 
хһ(252М4, 130°Е — АЕ), 
xs (ВЕГА 500mb 一 月 高 度 距 平和 》， 


U = 0,17, 
Ж Н; 
ya = — 6298 + 1.72х, + 1.03, + 29.8, — 56,035» 
у == — 1098 — 22.5х, — 7.7xs + 247х; — 7.8 хз» 
va = — 521 + 3.0х. + 0.9; + 11,35 — 4.013» 
Үю — 231 + 2,5. + 0.5, — 0,982 — 3. rss, 
第 三 组 : 
ЛЕНИ: y GIO), уп СЕ), уа CAW) 
уз ӘЛЕ)» уа (BUH), у. ОЙЫН)», СО ЕС). 
А Т: rs (25°М, 130°Е НЕ), 
xw 《第 一 这 500mb — НЕВЕ), 
хо (第 四 区 500mb А S ЕБ РІ), 
U = 011, 得 方程 
уә" — 4882 + 245.75 + 0.590. — 21.8543 
уи = — 4889 + 246.655 + 0.87; — 14,2%, 
ya == — 1107 + 84.75 — 6.8х, — 13,6хш» 
Уа = — 3867 + 208.71 — 4.3х, — ЗІ.4ха, 
Уа "= — 824 - 65.855 — 3.3%, — 17,0 
ys = 1417 — 44.315 — 2.855 — lS rgs 
уз = 245 +t 102.5r; — 2.0х% — 14.7хұ, 
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上 游 地 区 : 

В. = 4.0, F, = 15, 

АТВ Е: yu с), Ут (НЕ), 
АЖЕТ: х 《一 月 付 高 面积 指数 》， 


хь 《第 十 一 区 500mb — A ВИЗ), 


ха 《第 二 区 500mb 二 月 高 度 距 平 和 
x+ 第 四 区 500mb 二 月 高 魔 忠平 和 
U 一 037， 得 方程 组 


2, 


(уы = 523 + 40.0х, 一 10.3; + 12.3 хз 一 16.5 ху» 
у == 756 — 9.9х + 10,92 — 6.173 — 7.0 


男 一 给 取 F. = 6.0. Е, = 1.5, 
АЕ. ум Сере). ys Су), 
ARE F: ху 《第 二 区 500mb 一 月 高 度 距 
x 第 六 区 500mb 一 月 高 度 距 
хи ВАХ 500mb 二 月 高 度 距 
U 一 0.51， 得 方程 组 


(рн — 637 + 0.82: — 4.77 — 1 
va = 654 — 10.525 — 27.7; + 2 


КЪ ВУ Т — ЕЛ, 
预 服 量 选 不 进 任何 方程 组 АЕ 
Т. 


平和 )， 
ЖП)» 
FH) 


9.1 ыз 


ТІРЕУ 


一 百 多 毫米 其它 
Я, ШЖК 


从 上 面 的 结果 可 以 看 出 : 长 江 下 游 地 区 大 致 以 长 江 为 界 , 分 


为 二 个 区 域 , 江 北 才 区 的 降水 党 一 些 共同 因子 的 影响 ,而 江 元 地 区 


则 受 另 一 些 因 素 的 影响 ， 上 游 地 区 则 可 分 为 东 
各 家 都 有 影响 其 降水 的 原因 ， 中 游 地 区 比较 复 


Ру Ё. РИП 
光一 些 ， 大 部 分 地 


区 的 降水 是 有 一 些 共同 的 儿子 ， 但 中 间 润 庭 湖 
这 些 方 程 组 不 仅 可 以 用 来 作 预 报 。 测 且 有 
的 成 浆 分 析 提 供 一 些 线索 . 


区 情况 有 些 特殊 ， 
可 能 为 大 范围 时 浅 
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$ 6， 回 妈 分 析 与 判别 分 析 的 关系 


在 第 四 章 中 提 到 了 可 以 用 回归 分 析 的 方法 来 处 理 阐 别 分 煌 的 
问题 ,这 一 节 将 系统 地 讨论 一 下 这 了 爽 省 的 关 丢 ， 

RA А ТЗ o to =~， 有 个 总 体 ,我 们 用 zx, а 一 1,…， 
ә ARXAR: ТАНЯ а К, до ВВ А Х 上 的 加 最。 
та 


1 
жи 
ы! ‚ а, ть ру (6.1) 
mix x А 
ГШ 
Хү е 
x; 
X 一 | + |, m = n + nz t “е” -+ mp. (6.2) 
их : 
Хә 


判别 分 析 问 题 是 四 这 = 个 样品 的 资料 去 构造 一 些 以 э, teta "这 
不 个 指标 为 变量 的 函数 一 一 称 为 判别 通 数 ， 根 据 判 别 函 数 的 值 来 
决定 一 个 新 的 样品 它 属于 哪 一 个 总 体 。 

现 千 引进 假 变量 作为 因 变 量 , 用 e 表示 第 i ТА 1, Е 
Ж ЧАЙКОО 0 的 了 维 向 量 ， i 一 1, 2，… ,如 果 样 品 来 自 第 主 个 
总 体 , 则 对 应 的 因 变 量 就 取 a, 这 样 一 来 (6.1), (6.2) 的 资料 阵 分 
别 与 矩阵 


Ү;--(09--.610.--02), i=l, ap (63) 
іі 1 РЕ 


У, 
Y 一 | : | | (6.4) 
У» 


相对 应 . 实际 上 У; = ,e's із 1,2, >», Р. # Y Ж Rk LS SE Ч 
的 资料 ,把 XX 看 成 自 变 量 的 资料 ,考虑 回归 模型 ; 
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及 


Dq х (0), (6.5) 
жаз» 559» Уо DHA НІМ ЕГЕР. 
于 是 ,由 公式 (2.9) я B БАНЕ: 
[2-2 = у» 
б 一 y 一 vÈ, 
НЕН ЕК D ERSTATTER, ЗНОВ ЕН 
Ж В, 利用 站 ,可 把 回归 函数 作为 判别 函数 , 因此 , 我 们 着 重 来 游 
察 L. Ë = Г, 这 个 方程 


(6.6) 


记 ко Èl, 4-1,2,--5,р» ' 


+ 


? 
Ех 5,5%, 
п 


п і‘ 
Li хит EI) Xs а, p. 
пі 


于 是 ,由 "平方 和 "分解 公式 (或 直接 验证 ) 可 得 | 
La = Уу (Л x, + У) аво — раю — gy. 
т 


іші іті 


P P 
ja м-Уш-ХхД1-- J) Xa 
ізі + 


іші 


в 
B i= У) n (8) 一 二 (ED — ху, 


VRE HAZ” BME AHA” E 
Laz = W + Ba, 
5—18, 
М 1 
Lay = x (1 —1Лу 
=({хХ'—хХхЇ)Ү 
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КҮ, 
ето | 
Тр 


Ë 
= > (X, — 1 #)Yi 


i=l 


Е 
= У(Х — Z 116 


im] 
zu ЩЕ ФЕ. их fa 
= (хх =... х) Й 3 
. 


O np. 


, (х0 -一 ху 
5 в- У) "(Е EGEO — — LL, : ‚ ИИ 
іші : (= — xY 
H Leb 一 上 。 就 是 
(W + BNOB = Lys 


ЕЗ 一 ку 
ЕП WË = L,, — В.В = Lu | 1 — : Ш 


ж?! 一 ху 
HEESE В ири Н ia В --(А---2Ь), ДІН 
Ш Ё, — п (и = х) -- > п — к)? = EDEA 
记 Ы) ,CF 一 ху,» ВА j = 1,2, ***. Ё» 回归 系数 b: ялын 
W š, _ >: (4, 一 Aya (Е 一 х), í = 1; 2, р. 
66.7) 
ХЫ Fisher 准则 知道 ， 线 性 判别 函数 的 系数 “应 基 《 参 看 第 
四 章 (3.8), (3.92) 
1Bo 一 2 一 0 
六 应 的 最 大 特征 根 ЕНЕ 0 特征 根 ) РОЗИ ВО ДЕТ Д, ВЮ м 
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мы 

AW н == Бн, 
FE io EO 

Р 


Ын; = Вон; — > n (xD -- TGP -- хун. 


ісі 


ја q; = 过 (ЖӘ — ую, з} 1,2, зә р, 则 上 式 就 是 


Р 
Wa 一 У\ 4099 — т), (6.8) 
321 


比较 (6.7) 5 (6.8) 式 ,一 般 说 来 ,它们 是 不 相等 的 ,然而 当 = 2 
时 :由 于 


жо) тэ 
= 二 ~ их’ + nx п 一 一 
ХО) Z = д — PL 2 =. 2 (z 一 ұу, 
A1 ++ пу; жен: 
- - я - — п - - 
ID — y a И (ұш. ұлу = — o 1 (2 — оу, 
ү + m; т + n; 


因此 (6.8) 5 (6.7) 式 的 解 是 线性 相关 的 ,这 叉 一 次 证 明了 用 回归 
的 方法 和 用 Fisher 准则 给 出 的 解 是 一 致 的 .但 是 , 在 p >< 2 时 ， 
这 两 种 方 车 给 出 的 解 是 不 一 定 相 同 的 ,一 般 说 来 是 不 同 的 ， 然 市 ， 
什 得 注意 的 是 ,我 们 如 时 把 一 个 判别 问题 (不 管 它 是 荫 组 还 是 多 组 
的 ) 采 用 上 述 方法 北 成 一 个 回归 问题 ,很 自然 可 以 用 逐步 回归 的 方 
ЕВ: ВНЕ Ю-В. ЧАИ 
读者 可 参阅 杨 自强 的 工作 ”. 


= 201» 


第 六 章 相 Ж 


多 元 分 析 的 一 个 重要 内 容 就 是 研究 随 轴 向 量 之 间 的 关系 ， 在 
一 苞 统 计 忆 ,用 相关 系数 来 描述 随机 变 朋 之 问 的 关系 ,这 一 章 从 两 
个 不 同 的 角度 来 推广 这 个 概念 ， 它 们 都 归结 为 间 一 个 概念 一 一 广 
义 相 关系 数 。 本 章 讨 论 了 广义 相关 系数 的 一 些 性 质 , 在 第 七 章 将 
用 广义 棚 关系 数 来 导出 一 些 统计 景 ， 

本 章 还 介绍 了 主 成 分 分 析 、 因 子 分 析 、 典 型 相关 分 村 , 这 是 一 
些 经 典 的 方法 :也 有 较 大 的 实用 价值 。 


&1. {Ж ғ 


№ х. 分 别 为 Px 1 和 4 XX 1 的 随机 向 量 ， 设 它们 的 方差 、 
уе Жж 
соу (z, y) = E(z — EC) Xy — EY S Faya V,, = Уһ» 
VG) = Е(у — Е(у))(у — EGY A Fy 
РО) = Е(х — EG) e — EG) Y A Vyn 
FE 3.28 Ë y # < 张 成 的 线性 子 空间 中 的 投影 。 在 一 元 统计 中 ， 


对 给 定 的 随机 变量 = 和 xb -+s хи» ШЖ oo 十 > ox 使 Es 一 
іші 


? Р 
а У) гән) 达到 最 小 什 ， Д УУ аа, теа еее 
ілі іші 


Ыы 
投影 , 用 # 来 表示 ,或 称 # 一 >, asi 十 是 第 二 类 回归 问题 所 


求 的 回归 方程 ， 因 此 ,运用 一 元 统计 的 方法 ,自然 可 以 对 每 一 个 
中 的 分 其 y; ЕЖЕ deo 用 细作 为 分 量 的 了 作为 在 x 上 的 
投影 ， 下 本 我 们 用 矩阵 的 形式 给 出 相应 的 证 朋 和 结论 
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由 于 r(，) 一 ( Р») > 0, 因此 总 有 Lo L, 使 得 
ух yy 


т. Г. Li LL, Lil: 
(g у") = (е) (LiL) = (с ЕРІ) аза) 
Р 4 
513913 JE P. 一 sy HEPR. 
证 明 MC), 4 LiL = LIL, н 隆 按 列 写 出 # = биг» 
и.) L I| ЕУІБІҢ L, = бін" ` ыз» 则 有 
LiL = Аш, $= 1,2, te, 2. 
Е е ТУРНЕ, A EHE З | 
定理 1.1 对 给 定 的 随机 向 量 x 和 y, MU y #E < КЕЛЕ 
在 的 , 它 就 是 


ЕСУ) + V,,V.,(z — Е(«)). (1.2) 
证 明 EBE — 1, Е = о, EG) 一 0 的 情形 ， 令 
Ely — qa — ах)? == Ely — аух + (ax — аУх — а 

= Е(у — ах + (az — АУРУ, (а, — а) 
+ а + 2Е(у — ахх)х (а, — а) 
对 一 切 а, 成 立 ， 由 引 理 1.1 知 Vad = V,, 相 容 , 它 的 解 是 4 二 
РАР, FASE а» = å, 就 得 
Е(у — по — a'r Y = Ely — Zx: + aà 
HCP 一 a Vd — а). 
因此 ,要 使 Ely 一 а 一 ах) 达到 最 小 值 Е(у- 25) 的 充 要 条 
ЕЕ а= 0, (4 — ay VCA — a) = 0， 这 就 让 明了 aw = 0, 2x 
ЕАМ, Ў = У.Г. 
ЧА Ele) >= 0, EO) «0, ПЖ у — Е). ж — Е(к) ВЫ 
ЕЈ У RH z ДН. 23 g > 1 BF, У В-ГЕ ША 
To Tie iite 


1 
y— | | = E) + И.С — Е(х)) 4 
“я 
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Ж ?在 * 上 的 投影 概率 为 1 地 唯一 确定 。 
证 明 ”从 刚才 定理 的 证 明 中 看 到 ,如 果 对 4 一 1 的 情形 证 ВН 
了 , 系 就 证 得 了 . 当 49 一 1 时 , Atr 和 页 十 多 xz 都 是 ?的 投影 时 ， 
Е(&+ d'z) = Е(у) = Elh + Ёх), 
所 以 
À — Ë + (& — EYE) = 0. 
25 ЕСа-- Вуху — (а — $YU, (8 — Ё) = 0, 《利用 定理 
证 明 中 的 亮 要 条 忻 ), 于 是 PC — ФУ: = 0) 一 1, 因此 得 证 ， 
РЕН ТН УМЕН, ШВ РС). 
注意 到 《1.1) 55, RA 
РУУ" L L (LIL U АЕ, 
因此 , 它 与 (ZUDr PEREX, 也 就 是 与 Va ИЖЕ, 
V,. VI V ,, = ТИ Иль 


定理 12 EfG) = Еу), (1.3) 
УВ |=) = U. ULV. (1.4) 
Vy — ÊC f) = V,, — Vpl i gye (1.5) 


证 明 (1.3) ЕВЕ, 4 
ЕСЁ(у|х) — EPO OXP Cfr) — EP Gy |z )Yy 
— ИСИ t (x — ЕСУ) 
= IV. ҒЫР, = V, ,VIV., 
У(у — B(y|#z)) = Viy — V pF ike 一 ку - ЕС) 
一 v,,— V. Vi. РУУ 
+ py, VHD VEN ay 
一 了 ИР, у 
RHE., > — + (ЫШ ›— POIO 就 是 " 残 差 ”随机 向 量 , 等 式 
9-90-59) 发 示 随 机 向 监 7 了 的“ 正 交 分 解 ”, 因此 租 应 地 有 
“平方 和 分解 "公式; 
FOD =V) + V(y — 3), (1.65 
Ei! Vy ee VyaV ty НС, РР). (1.2 
这 就 告诉 我 们 ,了 ВУЗЕ ИЧ Ы А: 一 是 ?在 * 中 的 投影 , 即 
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х 的 变化 所 引起 的 у 的 变化 ， 这 就 是 TOL BoE RE" 
y —# БЕ, Вр (y — $). ШЕРОО- 0, Pil z 的 变化 对 
y 毫 无 影响 ， 自 然 可 以 这 为 了 与 不 相关 : ШЖ Р(у--9) = 0, 
即 = 的 变化 能 说 角 y 的 全 部 变化 , Шу 与 * 的 关系 最 密切 。 因此 
ТЫ НЕ УНУТ, Var СЕГИС?) 占 的 “份量 ”就 可 以 作为 
ЖЕУ 与 x 相关 程度 的 指标 。 这 个 “份量 ”怎么 确定 ,一 元 统计 与 
多 元 统计 就 很 不 相同 。《〈1.6) 或 (1.7) 式 当 4 一 1 时 ,这 是 一 个 真 
正 的 平方 和 分 解 公式 ， 然 而 4 这 1 时 ,就 是 一 个 矩阵 的 分 解 式 , 我 
们 可 以 选用 不 局 的 方法 来 衡 重 这 个 “份量 ", 例如 用 行列 式 ,就 要 考 
ЖЕНЕ 


УУУ ІЛУ,» (1.8) 
如 果 |Y, | %0, (18) 这 个 量 是 有 意义 的 。 但 是 , 一 般 说 来 
ІР, = 0 是 可 能 的 ,于 是 (1.8) 这 个 量 就 无 法 使 用 了 ， 还 村 考虑 
到 “x 与 ?的 相关 程度 ”应 该 咎 “与 zx 的 相关 程度 ”相等 。 采 用 
(1.8) 这 个 量 时 ,应 有 
ІР, ҒАРЫ = I. Vw ИР 
一 般 地 说 ,上 面 这 个 等 式 不 一 定 有 意义 ;如果 有 ;VP 对 存在 ; 这 和合， 
等 起 是 成 立 的 ;而且 它 就 是 
| ЕРЕН” | та | РУз, ИИ, . 
因此 , ЖЕНЕ УЗУ, 与 У.И... BS E 9 ЖИЕ 
就 可 以 引出 一 般 情 况 下 衡量 ”与 * 线性 相关 密切 的 程度 。 由 于 
ҮКҮ 与 Vi UV. Vy U 的 全 部 非 0 特征 根 是 完全 祖 同 
йу. ЗЕ о ЕЯ ВОВЕ ROR ВЕЯНИЯ Хх, у АЈА. 
这 样 就 引导 到 3 要 讨论 的 广义 相关 系数 ， 


$2. 和 典型 相关 变量 


设 有 随机 向 是 = Ж ,y，， 怎 样 来 描述 这 两 个 向 芭 之 闻 相 关 
WERI? 我 们 考虑 陆 机 向量 x 的 一 切线 性 函数 ,很 自然 , 它 实际 
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上 也 是 一 个 向 量 空间 , 兵 是 它 的 元 素 ( 宙 量 ) 不 是 普通 的 常数 :而 是 
随机 变量 ,我 们 用 A (ху 来 表示 它 , 也 即 有 

A С) е (a x: ав Rha 
Ная 

2 Су) = (Фу: ве К). 
很 容易 理解 , 当 х, у ЖЫНЫН, (а) 与 - (y) 却 可 能 有 共同 的 部 
分 , 例如 平面 上 直角 坐标 系 的 两 个 坐标 向 量 e, , е, 和 另外 两 个 线 
ВЕЗАЛИ а, b 都 不 相同 ， 但 是 el ,所 生成 的 全 平面 与 a， 
b 生成 的 平面 上 的 向 量 却 是 全 部 相同 的 ， 攻 而 , 这 两 组 向 量 (е, 
е), 《日 sh ) 的 关系 实际 上 是 很 密切 的 , 这 一 组 可 以 用 另 一 组 来 
线性 表示 。 这 一 点 启发 我 们 ;虽然 随机 变量 xs -xz 的 每 一 个 
与 随机 变量 yr +++, у. 的 每 一 个 是 不 同 的 ,然而 它们 的 线性 函数 
之 间 是 否 有 密切 的 关系 ， 这 才 是 真正 反映 随机 向 量 * 23 y ZEER 
性 相关 的 情况 ， 这 就 引导 妃 典 型 相关 变量 的 概念 . 

我 们 从 一 元 统计 分 析 中 已 经 知道 ， 随 宙 变 量 5; 的 相关 系数 
是 ора 时, 则 aš b, cnd 的 相关 系数 也 是 Pan ТЕГЕ 
内海 虑 方差 为 1 Ë z, y ЕНІ drt Ру, ЖЕ 
数 达 到 最 大 的 这 一 组 ,如果 存 在 аз, В Е 
рба\х, biy) = max plax, Бу), 
ДЕ 

ШК ах. бу х, у 的 第 一 组 (对 ) 典 型 相关 变量 。 找 出 了 第 一 组 
典型 想 关 变量 后 ,还 可 以 去 找 第 二 组 ,第 三 组 ,……… 便 得 各 组 之 间 
是 于 不 相关 的 (就 如 同 抄 直角 坐标 系 的 坐标 向 重 一 样 )，、 这 些 焉 型 
相关 变量 就 反 有 了 x ВУ 之 间 线 性 相关 的 Шы 下 面 我 们 就 和 这 
问题 提成 数学 的 形式 然后 来 求解 。 


设 随机 向 量 ( ” ) шуш» т, ү ym, дй 


f х) соч (z, у) кх zy 
у (, )- Ам (с. z) rO ) 7 6 r) 
(2.1) 
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于 是 随机 变量 4%, by О Е АН АХ 

Flat) = а: Уш a =, Уу) = PU, b = 1, 

pars Бу) = coy бах, БУ) == coy (а’х, Ру) 

Муас) 
= g'F pyd. 
因此 ,要 使 р(а'’х, БУ BEAR AER К СЯ A RE, 
ЖЕ Уа = 1, БР, 一 1 的 条 件 下 , 使 a 了 yb 达到 最 大 值 的 5 
E ó, | 
МЕНБЕЖТЕЖЕ, ДИ 


= V — Б (аа — 1) — py (РР, 


Әс _ BG _ ‚ 
从 э, 一 0 Bp TP 得 方程 组 
z — Аха = 0, 
Р,,й — MoV б = Ü, 
注音 到 (22) 的 方程 是 相 客 的 ， 我 们 可 以 用 减 叶 逆 求 解 ， 于 是 从 
(2.2) 得 


(2.23 


ba = VZ V. b, Ай-"РЫР,,а. 
9—3 $8 易 知 РГ Ушу, P, Vy V, = Ps 因此 
k = Aa Уа шта Ғ.Ғ, V, в = а в 
А = Ab V ya = E V Vy V, a = P'V,,a = Уд = M. 
于 是 方程 (2.2) 可 变 成 
Fab — АИ а= 0, Р,а--АР,,5 = 0. (2.3) 
М (2.3) АМН le 代 人 第 二 式 , 得 : 334 5550 


ja = Vi V, b, атт " РАР zybs 


Р.И b — PV, b = 0, (24) 
这 说 明 要 求 (2,3) 的 解 ; 也 即 要 求 (2.4) КОШ, ЕНЕ РРР ey 
相对 于 了 ,， 的 特征 根 及 特征 向 量 ， 注 意 到 V, ZV, а РАНЫ 
HER: АП (2.4) 就 是 - 
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уығы, — ËY. b = 0, (2.5) 
同 理 , 将 (2.3) 第 二 式 解 出 的 5 代 人 第 一 式 , 可 得 

РИ а --АР,,а = 0. (2.6) 
很 明显 ,如果 Ho b; ЖОРЫР,ҒАР,, 的 特征 很 及 相应 的 特征 向 


E, WE 
ЫҒЫН T ЦЬ; = 0, 


ЖЕН 
уыр, «ҒАРЫ -- GV pyb; = 0, 
FP ОА РИ Д -- MV 2; = ü, 


这 样 ,就 把 求 典 型 相关 变量 Ру КОЖИ VIV УУ. 的 特 
征 入 与 特征 向 量 的 问题 . 类 似 的 方法 可 知 , 求 典型 相关 变量 ws 的 
系数 也 化 为 求 VEV ViTa 的 特征 根 与 特征 向 量 的 问题 ， 从 第 
一 章 。 我 们 知道 VAV aVV ay S VEV VAV pa 具有 相同 的 非 志 
特征 根 ， 并且 非 零 特征 根 的 个 数 就 是 它们 的 秩 。 这 样 就 知道 ， 整 
个 求 典型 相关 变 明 的 问题 就 化 为 求 短 阵 РУ, РР, (或 矩阵 
VL, VE, 的 特征 根 与 特征 向 量 的 问题 了 。 这 样 我 们 和 上 一 
节 从 不 同 的 季度 出 发 ,达到 了 同 -的 归宿 。 

下 面 分 几 段 来 讨论 有 关 的 问题 ， 

21 УУУУ 的 畦 征 根 与 特征 向 扫 注意 到 УР, 
уһ. 5 СЁ EU, VE, (U? 六 具有 全 部 相同 的 非 零 特征 


ЗЕ. ЭМ, ВР, S V pV iV ay 因此 对 一 切 a, 
均 有 aTFyya aV yV iV а. 这 就 导出 对 一 其 z's 一 1 的 。 均 
有 екуі, FV Уу (У У есі, 于是， 从 特征 根 与 非 久 定 
ЖАТ 1, ЯНЬ ЖЯ УУРУУ, 的 全 部 非 0 特征 根 ， 


FES 1 УА В. 就 有 : 
G) r = k (РР, 
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(і)0-<2,с 12-11. 


现在 来 看 台所 相应 的 特征 向 量 。 考 虑 特征 向 量 时 ,我们 从 非 负 定 
(руларын, (CV) 出 发 比较 方便 , 设 Yi 是 (zz и 


уу, (7 уе 的 特征 根 好 相应 的 单位 长 特征 向 量 , 于 是 就 有 


4 
ту; = 84» (уі, YP, UE V. (Ту КҮ, = А,» (2.7) 
i j= 1, 2, тень fa 


4 1 t 1 
Е-Е Г 的 谱 分 解 式 Р,, = > Ө; Ё:» Уу == > í “МЕН 因此 
4х4 ісі і-і 


уы (и) BELO n) = «ғ БАЕ, 这 
两 个 阵 是 由 等 的 。 因 此 , 令 


1 
5, = (Fi Yi’ ізе 1]. +, ғ, 


1 | (2.8) 
g, — т! ЫР уаз i= l, 2, - 


-- Ку 


RE 
$ 二 ¿p` + А уати 
Vib = Py, ИТ, = [V,, ИТ, 


i 1 
= (L; ECV т; = Ti із-і.2,--%,7з 
因此 


上 2 
БЛ pbi ЫЫ Vib ҮҮ; T 8)» б 3} 1,2,7 
а а = БУ, (51 у т: Ж? 
а хас” ғ т жі 1 кк жж xy 


i 
еі 


"s Ку 


еб 


1 r i ‚$ + 
= 11, ҮР, V ya F ©) СИ s Yi 
由 (2.7) 式 , 知 
aV satj = 


е тАУ) = бұр Р» = 1. ду. Ку 
А 


„ 309 • 


还 有 


244 | 
一 YiYi Мб і,і-"1.2.---з,, 


总 结 上 面 这 些 计算 ,就 知道 
定理 24 жә, ЖОН (УОТУ, (УҺ УЖЕ 
所 相应 的 单位 长 度 特征 向 量 , 则 令 
b; = CVE ry, аг = GV iV ah i= 1,2, ar 


(2.9) 
后 ,就 有 
ШИА = bV pyb = 84» 
a V. b; = бр» 
这 样 我 们 就 找到 了 + 组 典型 相关 的 变量 аж» бу», EAI 
关系 数 是 1, 是 递减 的 , 均 不 为 0, 1, 称 为 典型 相关 系数 。 


22 样本 的 典型 相关 变量 及 典型 相关 系数 设 我 们 已 知 (”) 


的 # 个 样品 : 
(=) ( o) (4) 
з з 4-73 . 
ус) рде Уса) 


ГА в 
(1) Ya: 
X == ` А == . А 
mx Ë ` эха ` 
Жал) Уса) 


і} =1, 2,%---,”, (2.10) 


记 


FE Күз Fays г, Р,, ШЕ: аЛ, 二 Lers + Leys 51, 
L Ly ЗВ “L” 阵 的 定义 和 以 前 我 们 惯用 的 写法 是 一 致 的 , 即 


І. == X (2 — Дж, L,, = У’ ( — 1 лу, 
#“ я 
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‘к ия 


ытты 


20% 
L= L = x (1 — 1 Дү, 
и ғ 


很 明显 ， 我 们 应 该 用 P... Veys Ру,» Ра 相 点 的 估计 量 去 代 蔡 未 
知 的 参数 插 阵 ,因此 就 要 考虑 


1 trt 1 tr 
(1 Lss) (+ Ls) (= Lys) (+ Lys = ВР LiyLysy 
я п 7 п | 


ЖВНЕ АНЫ ЖОН БУОР ПЕТ А, ВАН Е 1,5,1 
БІЛЕ ЕЕЕ КАҢ Лу НОР, ЖЕ ЖАПА, 积 上 面 
2.1 中 的 讨论 是 完全 一 样 的 , 只 是 把 一 些 “7” РЕАЛЕН “ L” 
阵 就 可 以 了 , 国 此 就 不 重复 了 . 

2.3 典型 扯 关 与 判别 分 析 的 关系 РЕР 的 系数 “应 
HEN E 


Ма — L. Ly а = 0, 


由 于 L.,L; L, ЛЕН, ЖЕН Ly ERER, 因此 ,方程 可 
28] 
Юа — К. „а == 0. (2.11) 
如 同 在 第 五 章 46 一 样 ， 我 们 沿用 前 面 的 记号 和 写法 。 没有 
下 个 指标 есес ep 有 了 个 总 体 ; 用 z), e= 1, 2, толп Æ 
ЖЖ Е 个 总 体 的 第 & AALT, ЕЕ Е X 工 的 向量 ,对 每 一 
个 样品 引入 一 个 维 的 假 变量 作为 相应 的 у?» Не 表示 第 i 个 С 
坐标 1， 其 余 坐 标 为 0 的 ? 维 癌 量 , 则 对 应 于 x 各 的 РЕ Иш бұз 


F> t 
a= 1.2, 5-53 п,,і--1,2,>--.р. 10 


ру К 
X, = : ‚ Y, =|.: =] ei $= 1, Z, +=, ps 
ЕА ur зүр 
тү =; 


МЕ $ 6 知道 
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Lss 一 Ух x; (1 一 一 ух, + У п — ЕСІ —#) 


іші іші 


= W + В, 
“НЕМАН, B WE ЫН” ЭШ, ДА Fisher ЖД 
ЖЫ › 28 k: 31] Ж БЕК НУ ж ОЕ 
[Во — 2*W | = 0 (2.12) 
НОЯН 2* Бұ ИР ПЕ [Н БІ, b ED 08 =: 
Boa = д Иа, í = 1,2, + > P (2.13) 


的 а, 其 中 д 是 (2.12) МИ. 
S L, Ly L, 一 LaO Y Lo 这 是 因为 《YY 四 是 工 ， 一 


vài 一 去/ y 的 一 个 减 号 关 ( 参 者 第 五 章 $5 анши, М 
. 2” 
но 
LoyEyyLys = (СФ — ту - n (xt —х)) C | | 


Пр 
m (zU 一 ғу 
пр xt?) — ху 
P 
- (ж — EGP — zy 
i=l 


= Ва» 
于 是 方程 (2.11) 就 变 为 
PCW + Boa — Boa = 0, 
即 іҢРа--(1--ДОВа--0, 


1° ; 
Rp тв Ша — Ва = 0, (2.14) 


比较 《2.137 55 (2.14), 可 见 这 两 个 方程 是 相同 的 ,只 是 把 — — 


代 堆 了 站， 和 相应 的 特征 向 量 是 相同 的 因此 可 以 知道 Fisher 判别 
准则 相当 研究 指标 әсә 与 分 组 候 变 量 之 间 的 典型 相关 变 
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Е.ЖІЛІХЕН НЕН ІН, 

2.4 典型 相关 与 回归 分 析 的 关 共 如果 在 回归 问题 中 ,把 自 变 
Ж "tb “也 春 成 是 随机 变量 , 沙 虑 的 回归 问题 就 是 2 з. 2, 
Яғ» ее ЗА ПЕ, ХЕ $ 1 所 谈 的 第 二 类 回归 问题 . 
, BE p< k. Н У,, ЖАРАНЫ, 如 时 rk VaV yV Ри = po 

WA Р МЕДИНЕ Са» biy) i= l, 23173 ps 记 
А = attrap) Be {hb bs) 

于 是 从 (2.10) Иін | 
ЖУ,4-- 1, ВВ = |, 


А Ü 
wa) 


ХО 2, 
№ (2.15) ЖАТТАН ЕН А qH Ра 


E = Jx, T = B'y, 
РХ1 Рх1 


(215) 


а О 
加 有 VCE) = F Via) = Г, соу (Ë, в) = ( ) (2.16) 


(216) ZARB PEA E 的 线性 函数 来 预报 эр РЕВ E 
HEE ПП y 可 以 ?来 线性 表示 ; 因而 ТИ ЖЕ ЕЕ А; 
ПШ š УЖ = 的 线性 函数 ;于 是 就 可 以 用 “来 线性 表示 ， 现 在 把 
ХЕ, 

由 于 EV, B = Ip НЮ РУ, = (BORT УҢ (2.16) 
KE (12), 

(FT ED) = (ла — Е( з» 
о 2, 

于 是 由 y == СВ), 44 . 


Ш — тыз. 
(у— EG) = (BI — Ей) 
о 
D 


А 
= co | |в - ЕСУ 
O 4 
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| h оқ” | . 

= ЫШ! б. ес 一 Е(=)). (2.17) 

O 2, 

这 样 就 求 由 了 (2.17) 的 预报 公式 ， 下 面 我 们 来 证 明 这 与 (1.3) 式 

给 出 的 预报 公式 是 一 样 的 ， 从 (2.9) А = V; V , |, B AT 因此 
(BOTAR = (BE'Y1AA72' BV, VT = УУТ» 
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GLEO) = Vp — ЕСУ» | 
ЕШ Funk (1.3), 

对 于 一 般 的 情况 ， WE гк Р, > p, ЫЛЕ Н "ЖАН 
产 ，. 上 述 的 结论 一 般 说 来 是 不 成 立 的 。 然而 ， 我 们 可 以 形式 上 求 
解 ,利用 广义 逆 来 表示 ,此 时 所 得 结果 形式 上 和 .上 (2.17) 相仿 ， 但 已 
.和 和 回归 的 公式 不 一 致 了 ,这 一 点 请 读者 注意 . 

上 面 的 讨论 中 ， 并 没有 涉及 setts а“ Ы се 2“, М 
PEREX, У, ЖЕНЕВЕ, РНЕ ЛЕ ВЕНУ, ИЕ Vero 
Vass Ууу» Vyy 换 以 相应 的 个 计量 就 行 了 . 

在 结束 这 一 节 时 ,再 证 有明 一 个 事实 ,这 有 助 于 我们 理解 典型 和 
关 变 量 的 统计 意义 。 在 本 节 的 开始 , 提出 了 要 求 plar, by) 达到 
ЖАННЫ Fea --1, ВУ, = Та, b, ü T bpr Sas 
子 法 , [HR ВЛЕН, 由 此 求 得 的 解 确实 是 使 ola'r, by) AST ` 
极 大 值 ， 现 在 来 证 明 这 一 点 ， 为 了 证 其 简单 , 我们 讨论 Г, Гу 
存在 的 情形 ,一 般 情 况 下 的 证 明 请 读者 作为 一 个 练习 自己 社 充 . 今 
要 求 а» 6: . 

47,,а == 1, PV, b = 1, а, 5 Ж» 


1 а 
BREER o в: (а= Уша, ё = Уу) 


ев == l, pF], “тї Р.Р -tp К. 
A (APP E (ma ХР АҒАР = ААВ, ААВ Е 
条 性 是 a= 4.4р, 注意 到 га = 1, 就 得 
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а ы ү лү 
“іа” (д? 
x 


£ 
: 


АА = VUP РГР, 
Жр = 1 ERA AB 还 到 最 大 ,也 就 是 求 44 的 最 天 特征 根 所 对 
ВОЖУ КВА >Я в 是 方程 

V, ір VEU, ， р — ив (218) 


的 解 , л АҒА НУ K ht BHE СЕ 的 最 大 特征 
K. 将 О. 18) 用 名 写 出 ,就 是 


> 


-t _& 1 1 
Ры F, V zV, Р, (Fib) = МҮ pya 
40 ВЈ 
У,у = АГ, ур. 
它 就 是 (2.5) =, 这 就 证 明了 前 面 所 求 得 的 5 确实 使 plax by) 
达到 了 最 大 值 。 | 


53. 广义 相关 系数 


在 本 节 中 总 TEAPA to 了 ,的 联合 方差 协 差 踪 


rer (0) у) вл; 


其 中 
Fer = Ке), Р;, = и), 
Vyy = cov (я, y) = Гу, 
定义 $1 我们 称 Mya = PIU, VIVU. E x, y 的 线性 关 详 
ВЕ: г = rk M ,, рх, y BHRR, НЕК (х, y) 表示 ; My 
ЕНЕ НШЫ А, 4, ЖД, КУРЕ, Е АВК 
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х 与 ?的 广义 相关 系数 : 


(1) Ус, HEK, 22 (32) 

ао) 5(5»)» воя, (3.3) 

(3) „тах А; » ЕҤ оё ля (3.4) 

(4) min Ар Но ЖЕЛ» (3.5) 

(5) (+ Хат). таз 表示 ， (3.6) 
Y f=1 


如 果 + = 0, ЖИ юру — 0, ¿= 1,2,5. 为 了 方便 , 凡是 
命题 对 这 五 个 广义 相关 系数 都 成 立 的 , 我 们 用 oj, ЖА» ERP 
Оху 代表 p 如 的 任何 一 个 ， 下 面 列举 一 些 o,, 的 性 质 : 

G) ИЕ po 一 pys。 ММ, 5 M ay ЕИБ ЗЕ 0 特征 
НЫ, H rk (х, у) = rk (y, х). 

Gü) 0 S psy < 1. 

(їн) р,, = 0 <= У, = O. HEX р, = 0<> М, АФВ 
ЖИЕН 0, AIE psy = 0< М.у = 0. H V,, = омыл 
о 是 明显 的 ， 只 需 证 M. = 0—>V, = 0. ФО- 

VEV yV EV yes BE O =V erdd и, НИ 
这 就 导出 V. Vy V, О, ІП P. VV, = <> Е yr == 
О <> V, Vi Vy = О (В Fy = 0). 这 就 说 明 不 相关 时 ， 
Pey = 0; ра 一 0 时 ,xz 与 ?不 相关 | 
CG У, ә О, y= Ax, Ше, = 1. 
因为 了 一 Az М, V,, = AV prd s Vay 一 了 sd 因此 就 有 
М, = ViyV yaV aV sy 
= (АРА NT AV VI V G A 
= CAV pA JAV A Y. 
注意 到 对 尾 一 В, BB 是 一 投影 阵 ， 它 的 特征 根 非 0 即 1, Hü 
АУ, Ууу м 0, 因此 率 少 有 一 个 非 0 特 征 根 ， 这 就 得 到 
psy 一 1. WEM Ж V. = O, х= Ву, Щр, = 1, 
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C) p — gm 1 Ы, pa 就 是 一 元 统计 分 析 中 相关 系数 的 半 
方 。 这 是 因为 此 时 
М sy = (а(у))* сох (у, «(о (ху У соу (xs у) 


Мобу) е) 

кш {1 НЕКИЕ ase ЖШН oe 的 表达 式 . 

ӨЗІ Ж ЖЕр= 1, q 2 1 Н, 

此 时 Ps == оа), 就 是 zx 的 方差 ， Foy А Са» “е; с. Оба”, 
ЖИ o; = соу (ж, у)),із1,2,.>., а, 因而 0o = И, 所 以 

М, РРР ry == Изо? (в) а", 
而 М = VEV ЫРУ = —— Vis (3.7) 
(=) 

就 是 一 个 数 , 它 也 就 是 М,, 阵 的 唑 一 的 非 零 特征 根 。 和 第 一 章 公 
式 《4.19) 1969, 就 可 忆 看 出 此 时 一 种 广义 相关 系数 都 导出 金 相 
关系 数 , 它 就 (3.7) 中 的 值 , 它 是 7 对 * 的 全 相关 系数 ， 

9132 设 有 三 个 随机 向 量 х › y › и ， 现 企 来 求 E {x1 


и). Eyle) ВОГ ЛАЭС Ў. Е (х |а), ЕСуін) 分 别 是 x， уй] = 
的 条 忻 期 望 ; ТИАН, 为 了 方便 ;分别 用 4, + 来 表 
>, 
аа 3.1 
W — 4) = V(z) — Р(%) ГО — 3) = Убу) — т), 
соу Cr — 4, y ў) = cov (х, y) — соч (£, 9). 


(3.8) 
МЕНЯ 4 соғ (z — 4, у— $) = EG — #)(у — $), ЕН 
Ж E(x — Ф) = Ех 一 Et = 0, 同样 池 EG — 2) = 0. 注意 到 
Ety = Е(Е{#у|н}) = ЕСФЕСу|н)) = Eż), 
因此 就 有 Ех) = Etf, TÆ 
соу (z — $, y — ў) = Ery — Е%у — Ех} + Edy 
= Еху — Ез) 
— Е(х — ЕхХу-- Еу) — E(t — ЕФХу-- E$) 


+317» 


он ә. x наат 2242 жеттен ее хот 


= cov (x, y) — соу (2, 93. 
ЖУ 取 成 x, 或 将 xz 取 成 7， 就 分 别 每 
Ух — 4) = Уд ra У(у— 9) = Убу) — УС). 
(зв) зш: FE E Jy ДУНА, ЖЕРД ЗААВ. ЕН 
И (к) = (е — H ИС), VOD = V(y — 3) + V ($), 
cov (z, y) = сау (%, 9) + сох (z — 2, y — Я). 
We z, у, и ЖЫ IE ЖИЕН Ев, ТЕЁ 
£ = E(x |u} = Е(а) ЕР. (и — Е(и))» 
9 = Fiy ley = E(y) + Уби — Ё(и)). 
НЕН SIE 3.1 的 (3.8) 式 , 就 有 
Их — 4) = Го) — F uV kul aa V iV us 
= V,, УУ Š Ра)» 
ГІЗ Vir -- ?> = V, — V,,V iul ny & Ё„„Си)› 
соу (х--Ә.у- 9) = Ypy — V gaV ael ny == V. G, 
于 是 x — £ 5 y — $ KRHKE E 
М.-ы- == УСУ СӘУ (и)Т (а). (3.9) 
要 判断 x 一 二 与 y 一 了 线性 相关 的 情况 ， 就 机 考察 (3.9) д 
M ey-s 的 非 零 特征 根 。 002 
现在 沽 卉 由 样本 的 资料 矩阵 来 求 出 相应 的 广义 相关 系数 ， 设 


A r Н: 
x Xin Eta) 

( »), ( ӨН }, 
уау ус) Уо) 


r бо, 
ға) ya, 
x = ` 5 Y = : - 
пхр , зх , . 
Xini Уон} 


Же ТЕ БИЛ. Bl: н 相应 的 样本 资 ЖОЛАЙ) mays 55» Hia) ЖӨНГЕ 2 = 


记 


记 
[2-60 = Хр — UUtYX., (и) = Y'O — UU)Y, (3.10) 
Li GD) = Lala) = XC — UUTYY, | 


TE 
Мы == ку. СӘУЛЕ ӘУЕС (341) 


考虑 # 是 一 个 常数 TEARRE x* x 1 的 向 量 ， 此 时 
U = 1, Ut = (IDY = LV, 因此 中 太一 二 下 一 二 7 从 
(3.102 得 

Lall) = X (1 - ж. Ly == Ү' (2 一 二 7 ү, 


LD) = LG) (л), 


可 见 , 我 们 在 前 面 常 用 的 L... La Ly 实际 上 都 是 * = 1 的 情 
Ж.Л Lers L., 来 表示 Lali) 1,1). 
考虑 * ДЕ r X 1 向 量 ; 从 投影 的 性 质 可 以 很 快 就 看 出 
L.. (С 一 L, 一 АЛАН | 


ғ 


LNS 
Б,; (С )) == Ley — ГАР РРР РР 


й Liros Lepr Deus Las 的 意义 就 是 我 们 前 面 常 用 的 ， 为 了 
能 导出 和 第 五 章 中 完全 相同 的 公式 ， 我 们 抒 # 和 = 的 地 位 对 换 一 
Т. 于 是 

?— Е(у|=), š = Ес |). 
E z, у» u ЕДБ F, 


а (О) A PA) 


[Eli — ке, 
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"Во 
E(Y)= (1Х U) б (3.12) 
В, 
有 时 ,和 第 五 意 5 4 中 的 《4.17 2 (4.2) 一 样 , 考 虚 (3.12) 及 
ECY) — (1 x) (^) (3.13) 


的 关系 ， (3.13) 实际 上 是 Hi: В, = 0 成 立时 的 模型 ， 我 们 用 Оһ, 
表示 (3.13) 相应 的 残 差 阵 ,很 明显 


1 
Он, = 1„(( 2) 一 Lyy т L,,L Ley, 


如 果 用 与 第 五 章 定理 4.1 НИН АА ЫЫ а st— 


样 可 以 证 出 : 
(2), 
ñ Cu) = Bi — Ly L, ЙЫ, 
Ён) 一 了 一 x Bmw) — R Ên 
其 中 #= 1171, 


(3.14) 


| ша Он, СОн, 一 00). 
Qo 记 相 应 于 (3.12 0928 Е, 很 明显 ， 当 0, АМ, Myagi 
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一 7 一 29o, 它 的 特征 根 与 Оноо 的 特征 根 有 类. 我 们 来 看 一 下 ， 
从 下 种 广义 组 关系 数 的 定义 可 以 导出 哪些 绕 计 量 ， 砚 逐个 也 计 算 
如 个 : 
(1) Жо. М, 的 行列 式 
ІМ, аі = 11— ОйОг| = 106,110, — Oal 
|Om — 001 
= То. + (Он, — 0221? 


它 与 似 然 比 的 绕 计 量 有 类 似 的 形式 。 设 олон, ARIE o 特征 
根 为 xi， 由 第 五 章 (5.10) 看 出 忌 统 计量 ( 似 然 比 导出 的 统计 量 是 


Р 
П игі. RAT (0r Oa ЕНІМ, er Е Om O o 的 特征 


根 。 因 此 ,广义 相关 系数 导出 的 统计 量 是 [| (1 一 вг), МН 


导出 的 统计 量 是 П в П (1 一 кг) 反映 了 相关 的 情况 ， 


ЧЕТ 


П аг 及 映 了 不 相关 的 情况 ， 


(2) Яро. 即 用 M, а 的 迹 , 和 (1) 相仿 讨论 ， yu 
ХХ ЕЖЕ Ри Оң; Оо БЮ Оз Ou, BJ 2 


4E 0 特征 根 & 的 倒数 之 和 ,也 即 为 > мг. 


(3) 用 р®. 即 用 Мы 的 最 大 特征 根 ， 也 即 等 价 于 用 
Ото» 的 最 小 的 非 零 特 征 损 ， 也 就 是 用 Ор!Он„ 的 最 大 的 非 0 特 
征 根 ра. 

(4) Но. 91 (3) 和 相仿， 就 知道 它 等 价 于 用 Ош! Он, 的 最 小 
的 非 o НЕМ, 

(5) M PR. і (2) 905, ШЕЕ Моо 的 全 部 非 0 特征 根 的 


倒数 为 5 (ї— вг) Жр p 是 02'0н, 60350 ЖУЙЕЙ, ERD 
іші . 
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P 
H > - = ; | 

А Ел агЕ тш, НРУ Ея] Ш.Ж ШЫ SE Th YF 32 ks B 
Но: В, = ОМИ, фа ЛЕВ. ЖШ 
ЕЛЕМ s = 1 №), ІНЕ Se PU Ао; В», = 0 Ж Ho: bu = й 
肝 ， 这 五 个 由 广义 相关 系数 导出 的 统计 量 都 是 Т, 因为 此 时 
ORC On, 一 Оа) 只 有 一 个 非 0 特征 根 , 因 此 五 种 定义 都 一 样 ,都 导 
出 T. 我 们 在 第 七 章 中 还 可 以 看 到 对 一 般 的 线性 模型 的 线性 假 
БЕКЕ, Е l ДЕ ШИ, 


š 4. 主 成 分 分 析 及 主 分 量 分 析 


主 成 分 分 析 是 将 多 个 指标 作为 少数 指标 的 一 种 统计 方法 ， 设 
有 = 个 样品 :每 个 样品 测 得 个 指标 :共有 пр 个 数据 ,然而 指标 之 
间 往 往 互 有 影响 ， 如 何 从 ?个 指标 中 去 找 出 很 少 几 个 综合 性 的 指 
标 , 利用 对 少数 指标 的 分 析 来 这 到 我 们 的 目的 。 当然 希望 找到 的 
综合 指标 能 尽 可 能 多 地 反映 原来 资料 的 信息 ， 而 且 和 贸 此 之 间 还 应 
是 相互 独立 的 。 我 们 先 从 理论 上 来 讨论 , 然后 对 样本 资料 给 出 处 
理 的 方法 . 

假定 а E РЕВЕ, EO = z, ГО) = V. ER 
的 线性 函数 ex 使 得 a'x 的 方差 尽 可 能 地 大 .由 于 Vtax) = «Га, 
HHEH AJS с, Vlecax) = са (к) ас = cta Vieja, Һа 
不 加 限制 时 , 问题 会 变 成 没有 什么 意义 了 。 于 是 可 限制 sa = 1, 
求 Vta'w) 的 最 天 值 。 实 际 上 ;这 就 是 求 

a Va 


шах ---- 
u= Ü яя 


的 信 ， MERRIA а КЕМ А, На 
就 是 А 丰 度 的 特征 向 量 。 惠 出 非 负 定 了 中 УС) ЕЛЕС 
下 = > ҮҮ» r = rk СЄ)» 


#=1 
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L Z Ау 22 --- ше ¿, > 0 E. V BJP ЯЕ ЧЕН. Y, ЖАЯҢЫЖ 
征 了 向 量 , 于 是 自然 有 : Yir; œ 8, E. 


ж 
УР; = №) Аат т = бду isj 1.2, sss г, 
а=} 


Ва, ES a; = Yis i = 1,2, --, rs WA 
ga = 1, аа; = соу (saiz, ajx) == 6,4 
i j= 1, 2, 7.4) Ту 


max Уа = Ау== 11 аца 
PEESI i 


max а V a = А = a;V ays 


О 
тах aVa= і, = айы 


a a=] 
ma; =0, i=] Pr 一 了 


这些 结论 参看 第 一 章 Š 6 的 6.3), 

因此 ,我 们 把 五 的 非 0 ЕН А 2 -- д, > ОМ 
征 向 量 ( 章 位 化 的 》 as б» a 分别 作为 系数 辐 量 ; ах, азға rey a; x 
”分 别称 为 请 机 向量 х 的 第 一 主 成 分 .第 二 主 成 分 、…… 、 第 + 主 成 
分 ,我 们 还 是 从 平方 和 分 解 的 观点 来 说 明 它们 的 绕 计 意 义 。 随 机 
向 量 x НЕР АУ ， 于 是 中 的 主 对 角 元 素 vas tta re 分 别 
表示 随机 向量 * 中 各 个 分 量 ara 5, хр ПУ, НИ х Ау “ДУ 
姜 ” 也 就 可 以 认为 是 vn 十 一 十 vpp == и. B A ах, 5573 
a 人 是 了 个 互相 不 相关 的 随机 变量 《因为 (Ра = 0, р, ЕП 
Z т ЛЕНЫ z ПОЗ” ВНЖ. ДАК 


ы 
а 
Ж” = : 
тх?) `, 
я 


| м О 
ЖИП ЕЛИ х->у. E. Ро) = АУС) = (>. и } FH ya ез 


уе КАН, 8 PIJ ЕЖ АС Әл» МЕЛ ЫСЫ e + 4, = 


° 323% + 


| 令 = Ax, (4.1) 


кр. нин ан? ААО УЭЕ НЕ 
为 > 个 不 相关 的 贿 机 变量 的 方差 之 和 1 +. +. ЖЕ 
分 的 方差 达到 最 大 《 世 即 是 变化 最 大 的 方向 向 量 所 相应 的 线性 函 


数 ), 最 大 的 方差 是 4。 игр а (5) жат ау 


差 在 全 部 方差 中 的 比值 。 称 为 第 一 主 成 分 的 贡献 率 , 这 个 值 越 大 ， 
表明 ах 这 个 变量 “综合 ”x1，*…… ,xs ЕЛІМЕ, 也 可 以 说 由 
ех 的 荐 异 来 解释 х 这 个 随机 向 量 的 差异 的 能 力 越 强 。 正 因为 这 
EF, T ах 称 为 + 的 二 成 分 ， 也 就 是 * 的 主要 部 分 。 了 解 到 这 一 
点 ;就 可 以 明白 :为 什么 主 成 分 的 名 次 是 按 特 征 根 Ар 775» А, ЕСЕ 
的 大 小 顺序 排列 的 . 

当然 ， 我 们 也 吕 以 将 上 述 问 题 改 为 用 相关 阵 R 来 叙述 的 极 值 
问题 , 即 求 


а?а = із 
я о 
d DRDaf k, Н—р-| `+, А 


(а, МЕУ ШАБЛЯ, 
或 等 价 地 , 求 
aD 2a = 1 
{gs 最 大 。 
这 本 者 记得 的 千 果 是 一 致 的 。 
ЖЕ ЖЕНЕ ЖЕ АНЕ ЕН R Е R ti E Ж 
E, хе — Салат Хор)” == 1, 2a эл, ER a Te ЫН 
数据 , 记 


ғ 

Ұс) 
X 一 | : = xi) 
тхр А 

Xin) 


平均 值 向 量 是 z 一 СХ ИИ 


= 324 « 


БИ ФЕНА 
5-х (1 – 1х — t... 
为 了 方便 ， 无 妨 设 %-0, GW -Е 代替 原始 资料 ro 就 
得 。 此 时 形式 比较 简单 ,5 一 TL хх. W 二 ХОХ 的 特征 根 及 特 
征 疝 量 均 已 求 得 (算法 可 参看 第 一 章 59), ШАРА» tta Йй а». 
a, i 
8) `" "3 а» FEG А = : 


, 
2, 


„К, ™ А, ха 后 ， y 就 是 < 的 各 


个 主 成 分 ,因此 主 成 分 的 资料 矩阵 


уау (Аха) 
Y =|: | 一 : = X A (4.2) 
wx и , * , тур рхға 

Yin) (А хау) 


еды» 


в tyy- зка, 
п i я 


\ йе 
= ғ. * 
о 1, 
- ү, 1 pz 1 p- 一 
y=- Yl= X о (IN2 z — 0). 
п н п 


也 由 主 成 分 的 协 差 阵 YY ЕН, 主 对 角 元 素 是 主 成 分 的 样 
本 方差 . 

通常 我 们 不 需要 用 全 部 的 主 成 分 ,只 用 其 中 的 涉 几 个 ,一 般 说 
来 , 当 (м + ++. + м/ж 之 号 到 时 ,这 头 Г ТАЮТ, НХ 
这 上 个 主 成 分 的 方差 已 占 全 部 的 总 方差 的 8% 以 上 ， 

现在 我 们 再 回 到 理论 模型 ， 设 - 是 Р ЕБЕЛГЕ E, 假定 


VG) 一 V, 是 满 秩 的 。 于 是 由 谱 分 解 可 知 ， 存 在 正 交 阵 4 使 
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д о | I | f 
ava 5S |; рт рса и е, ын 
О 1 
МАНЕЖИ, ОН = — ал. ВЕ, 的 每 一 个 分 量 都 是 主 
成 分 的 线性 组 合 , 把 它 详细 地 写 下 来 ,就 是 


1 ап aT" йір м, 
== а; а ... а ж 
п |= ФИ Za, (4.3) 
= рр Apt appi NF p 


Ф (4.3) ен, ИВО ART >, 对 ~” 各 个 分 量 的 作用 ， 如 
R a 中 出 现 了 一 列 中 只 有 一 个 非 堆 元素， 例如 第 一 列 《an 
аз) 一 《1 90. .0》， 就 知道 主 成 分 ”只 对 “~! 有 作用 ， 对 其 他 的 
“都 不 起 作用 ;如 果 4 中 其 一 列 的 元 素 均 不 为 4, 就 知道 
这 一 钢 相 应 的 主 成 分 对 各 个 变量 «0, 55, => 都 有 作用 。 因此 ,很 
容易 理解 到 人 人 们 对 前 一 种 主 成 分 称 它 汐 特 殊 成 分 。 而 把 后 一 种 称 
为 公共 成 分 (“特殊 "或 “公共 ”都 是 指 对 1，*-*, =p ОТЕЛІ). 如 
果 我 位 只 迁 用 一 部 分 主 成 分 变量 , 设 为 询 + 个 Cr < p), 用 它们 来 
Б eis ~ 就 不 通 了 ;因为 此 时 代替 (4.3) 式 的 起 


=) antay / 1 ар 
ШІ ІНЕН (+4) 
ы Л йв" Apr ` Ж, я, . 
(4.4) 式 不 能 写成 等 号 , 只 能 写成 不 等 号 ,为 了 以 示 区 别 , (44 的 


HSA (So з, 45). 由 于 26 o 2, 是 不 相关 的 ,从 等 式 
(43) 得 : : 


г » 
460 = > Уб») == У Маў» (4.5) 
y=1 i=] 
从 (C4. 人 得 | 
(ай) = Уи) = Ха, (4.6) 
ізі ізі 


БЕ (4.5) 5 (4.6) 两 式 , 就 明 最 看 到 用 4 去 代替 = P. 2, 能 说 


.32%» 


明 = 的 方差 的 一 部 分 ,所 古 的 比例 是 > ы/а, ч 


Ша, АРҒЫ А8 Ж, -- 方面 也 取决 于 а» 因此 er 称 为 第 i 个 
变量 =, 在 第 i 个 主 成 分 7; 上 的 载荷 。 
从 (4.4) 式 出 发 ,如 果 对 主 成 分 ГАТЫ 的 方差 施行 标准 


化 ,全 
В (4% о ' | $ 
|: | 一 За, м. : P 
i 9 УА» 
(М о 7 
Уф — | o | ИЕ: 
， G „2 >, 
| (Мыл! о | 
х ть, — =» 
о (з 
YY ao 
> \° va 
lU 
г, аы ` ` a Fr 9 м, + 
А Bj. . (4.7) 
(4.7) 式 给 出 了 用 若干 个 标准 化 主 成 分 表示 4 的 公式 ,相应 的 主 成 


АША (4.7) 和 (4.6) 就 可 以 看 出 只 是 将 a; ым u — bas 
而 且 


EE 


F(a = > bije | | (2.8) 
ізі 
如 果 对 标准 化 的 主 成 分 施行 一 个 正 交 变换 ,如 令 
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т T —— + — va. Ha e TE u a. s u. са, атан ЦА 


Ец. | ћ 
Jer]: | G= Tr (4.9) 
Er f 


ШЖ {= Гр, Н 468 一 T'Y =T = ік» +b ЕП g к 
ТВОЕ. £ 用 三 来 表示 ,就 有 

2 = Bf = Brg, Ë (4.10) 
而 V(š,) = V(e;BUg2> = e,BTV (g) Ве, 

= e BTI’ B'e; = eiB B'e = > 8, 

荐 不 会 改变 的 。 因此 , ТИЯЕПЕСЕТЕ Ы aF I ИЖИ 
矩阵 BT 具有 某 种 指定 的 任 质 ， 这 祥 就 在 很 大 的 程度 上 允许 我 们 
去 调节 标准 化 主 成 分 的 变量 ,使 得 载荷 御 革 有 更 强 的 实际 意义 .在 
тт ФАН А яК Р р Г БЕВ), 


55. Я 


将 主 成 分 分 析 再 各 前 推进 一 步 ， 就 是 因子 分 析 . 因子 分 析 的 
用 处 已 为 许多 实际 工作 所 证 实 ， 企 基因 子 分 析 的 模型 和 理论 还 是 
很 下 完善 的 ,从 数学 上 来 看 ,还 存在 许多 问题 :这 一 节 , 我 们 从 实际 
工作 的 去 求 来 说 明 一 些 理论 上 的 概念 和 具体 的 方法 ， 并 不 对 它 的 
理论 间 题 进行 讨论 ,这 一 点 镍 望 读者 注音. 
我 们 先 从 一 个 具体 的 例子 出 发 ， 然 后 进行 一 般 的 讨论 。 考虑 
人 的 五 个 生理 指标 : | 
жш 收缩 压 ， сы КЕ, 
ка: (АКШ Мә, ха; РН, 
ж: 天 下 温度 . 
从 生理 学 的 知识 知道 ,这 五 个 指标 基 受 植物 神经 支配 的 ,植物 神经 
分 为 变 感 神经 与 副交感 神经 ， 因 此 这 五 个 指标 至 少 是 有 两 个 公共 
的 因子 对 它们 有 影响 ,如 果 有 用户, 二 分 着 表示 交感 神经 与 硕 交 感 神 


* 34$ + 


经 这 两 个 因子 ,那么 可 以 设想 
я = Схі» Жуз Жаз Жаз rs 
J: f Go БУ 的 线性 函数 《〈 即 f АНЕ ІНЕ ЖЕК)» ЕЕ 
加 上 其 他 对 这 些 x; 有 影响 的 因子 ,用 函数 的 形式 来 写 , 就 是 
ы! 81 
J= 4 (%» БІ, (у= Atg) 
Ха gs 


ШК gu go "5 还 可 以 分 解 出 一 些 公共 因子 ; 则 就 有 
= Ві + ¿s 


实际 上 ,也 就 是 
x = А} + Bh += в!) + ;. 


因此 ,总 可 以 认为 

| x= À: + í. f 
而 :就 无 法 再 分 解 出 公共 的 因子 了 , ТЕ RE т 的 特殊 因子 . 
这 就 可 以 看 出 ， 如 何 从 一 组 资料 出 发 ， 分 析出 公共 因子 与 特殊 因 ` 
子 , 在 实际 工作 中 是 很 有 意义 的 。 . 

写成 数学 的 形式 ,就 是 下 面 的 模型 ， 假 定 上 随机 向 量 У 满足 
y 一 如 上 + £ 5 (5.1) 


Рх1 #>x1 
其 中 了 是 9 х 工 的 随机 向 量 , * ЖР X 1 的 随机 向 最 , 2 E: p x 4 
的 常数 乍 阵 , 且 : 
(O 2= >; 
(ü) cov (7, s) = 05 


и о (52) 
Gi) VD =le VG) = | a, ) 

о = 
则 称 >》 具有 因子 结构 。 了 称 为 了 的 公共 因 于 。* 称 为 ?的 特殊 因 
+. 也 就 是 说 Р У 的 每 一 个 分 量 都 有 作用 ,而 ЕЯ у, ЕМЕ 
用 的 。 我 们 先 从 5.1)，(52) 这 个 假定 的 条 件 出 发 , 讨论 有 关 的 
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者 种 性 起 ,最 后 讨 论 如 癌 从 y 的 样本 短 阵 来 定 4 的 公式 
无 妨 候 定 ЕО) = 0, ЕЙ) = 0, EC) 一 0 ШЫ, (51), (52) 
就 有 
У (у) == ECAf (АЕ 


ot О 
= 44 + Го), Ро) = | `.. } (5.3) 
О о 


ВОВЕ аА НВА, 将 4 降 的 元 素 用 а 5 
出 ,现在 来 看 a МЕНЕ, М (5.1), (5.2), (5.3) 得 到 


у; = > а}. + Sis 


= 


a із-1,2,%--,р, (5,4) 

l= V(y,) = > fia Но, 
DA = 5 21. › RE 

Тема, iel, 2, 4. "yp 
АР 反映 了 公共 因子 对 $ 的 影响 , 称 为 公共 因子 对 yj 的 “贡献 ”. 当 
Ма-ан, өз- O, B у; МАҚАМ ERS ЖЛ; 当 h: 
接近 于 0 时, 表明 公共 西子 对 у 的 影响 不 大 ，% 主要 是 由 特殊 因 
+ я 来 描述 的 。 因此 可 以 看 由 如 反映 了 变量 y; HARAT Р 
束 的 程度 ， 男 一 方面 ,尖塔 指定 的 一 个 公共 因子 , fs 对 各 个 变革 
六 的 影响 由 4 中 第 6 列 的 元 素来 描述 ,于 是 
` Р 
и = > На 

HAARAF fe Му. НШ, з 的 值 越 天 :反映 了 大 对 
y 的 影响 也 越 大 ， 忆 是 衡量 公共 因子 重要 性 的 一 ЖА. А 
(5.4), 我 们 还 得 到 


соу Су» Ө 一 У, ањ соч С, f) + соу Се; к == аз 
由 于 U(v) — 1, РО) 一 1， 于 是 ai = (уһ В), CRE р 
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的 相关 系数 ， 总 结 上 面 的 讨论 RIE E АЙ ЖАН F: 
(з) a E Yis 上 六 的 相关 系数 


(а) > а? Ж у Ж ла бори; 


(ш) > а, FE j, ХУ 各 个 分 量 的 总 的 影响 ， ERE f 对? 的 


“Шш”. 通常 把 矩阵 4 称 为 因子 f 的 载荷 矩阵 . 

ШЕНІ» ВУ К М о, “ыт Я рэ 于 是 从 (5. з) 就 知道 

Е--Б(о)-- АА. 

їп R* = R — Р(с), ШЕК в” 为 约 相关 阵 ，R* ыу л. Ж 
Eib 而 不 是 1, 非 对 角 元 素 和 中 的 是 完全 一 样 的 , 很 明显 , R* 
还 是 非 负 定 的 . Жжж анаа, 使 相应 的 “贡献 ” 
# IFE si 2 g -B 85. 

45 В* = АА’, 出 用 ri ай R* йул ЖА, НЫЗ _ 


+ 
г} = Saas i j= 1.2, 55, фәс (5.5) ` 
а=1 . 


Р . 
ЛЕШ g == >, ап 达到 最 大 值 的 解 。 这 是 条 件 极 值 问 题 , 令 
іші | 


其 中 Аң КЕЙ элү. Сана В. Ал та Ан» ТЕН 
9 == ӘТ = ап 一 S ayan 1, 2, + р, (5.6) 


а 
0 == Әт 一 s Анарэ 121, 
даа ізі 


-> ， 
得 биі 一 21 2а =н 0, 11,2508 ps Р l, 2 + gu 
1 = . 
用 ал ЗЕ ЕАО. ЕЖ. WL TS | | I 
р р P 
5: У) аў — >; У? мивая = 0, 


ізі ізі jml 
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利用 (5.6), 得 


+ 
әші-- У` апар = 0, i= 1,2,-“-, 4 
iF] 


用 ай РА, X 1 R, 
Р 
angi — 2, бап = 0, í = 1. 2, "ers р 

即 有 

41 
Cri: eerie) : = gas i= 1.25555. bs 

йр] 

ЕП 


ж ж ; 
ra "Pip Zir gn 
;: |: | (5.7) 
- ж ж 
Ғы” ШҮ" арі ам 


因此 名 是 Rs 的 特征 根 ( 最 大 )， Can ttan) 是 如 所 相应 的 特征 向 
к.а. 于 是 从 《5.7) 式 我 们 就 知道 ,如果 我 们 取 的 是 R* 
的 谱 分 解 中 最 大 的 特征 恨 АС р) 以 及 为 相应 的 标准 化 的 特征 向 
Ж ro у ЖЕДЕ rra Arr.) 的 条 件 , 然 而 对 任 给 
的 常数 с, су, 还 是 А 柜 应 的 特征 向 量 ,因此 只 要 取 a = лу, 
ШІН атаа 一 УГУ: = Аз = 21, 它 就 清 足 我 们 的 要 求 ， 如 此 就 求 得 
了 用 阵 中 的 第 一 列 ea， 注意 ,此 时 如 果 用 R* 的 谱 分 解 式 ,就 有 


Р 2 
к* = Ў) дү: = аа + У) АТ. (5.8) 
『 一 了 


-іті 


ож] 


| ар . 
注意 到 R* == АА' = (а 2) |: | У? аааз 
ае}. 


因此 求 出 a 后 ,将 Rt RE ла 就 得 


4 
> | Р 


ила 


74322. 


另 一 方面 ,对 R* 一 да, 重复 上 面 的 讨论 ;从 (5.8) 式 就 可 看 出 ,要 
求 的 =o а= Уыт, 于 是 ,就 可 依 此 类 推 , 求 得 z 一 1, 
а, 一 VY А таза 1,2, rg 这样, 我 们 就 解决 了 求 4 阵 的 
问题 。 只 要 对 R* 阵 进行 谱 分 解 ,即将 (5.8) 改写 为 


м ОУ /»; 
R Сто (0. (E) 
о А, Yp 


GAng 
= (yra) ` ИЕ (5.8) 
9. Ма о М у, 


由 于 中 R* 一 4( 因 为 由 假定 可 知 R* 一 4 д’), 于 是 (5.8) 式 
中 只 有 前 4 个 1, RH 0, № 


Мы о | | 
(5.9) 


4 = Стр?) -b 
| о Va 


4 就 是 我 们 要求 的 解 。 这 样 在 模型 上 我 们 就 解决 了 从 R* 出 发 求 
<4 的 问题 ， 

在 实际 问题 中 , 情 帝 往往 不 是 如 此 ,首先 ,R*，R，D(o) ВЕ 
未 知 的 ,已 知 的 只 有 一 组 样品 构成 的 样本 资料 阵 Y ,此 时 如 何 去 


ЖЗ? 我 们 从 Y 出 发 ,可 以 求 得 样本 的 相关 阵 , 记 它 为 R, R 
еж: 


Р 
È — > тт» 
іші 


ЖН А >u, >... Z 2,20, т 1, НАНО, 形式 上 
完全 一 样 ; 可 先 取 头 上 若干 个 特征 值 м 及 相应 的 特征 向 量 。 但 是 
ыж АРЫ? 这 与 主 成 分 分 析 有 所 不 同 。 我 们 先 取 


| a= ту lis 


? 
然后 看 А-га(- D urr) ЖИНАП. 如 果 接 近 对 
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ЖЕСТ, ЖЕҢГЕ РЧ таг, 公共 因子 只 有 一 个 ; 
如 果 不 是 近似 对 角 阵 , 那 就 还 应 考虑 取 аз — r, а 然后 再 看 


» + 
А — а — вы: (= >) uri) НЕБА, НЕЕ Т.Ж 


停止 ,否则 再 取 а, = ys У L mie FE — HERAN. B 
在 实际 问题 中 ,也 有 人 直接 就 取 头 4 个 特征 根 及 特征 向 量 ,使 得 它 
们 的 特征 值 之 和 占 全 部 特征 根 的 85% 以 上 ,如 同 主 成 分 分 析 一 样 
进行 ;这样 也 是 可 以 的 ， 因 为 在 理论 上 ,还 无 法 判定 哪 一 个 更 好 . 
下 面 我 们 再 回 到 并 型 (5.1), (52), (53) 来 讨论 因子 旋转 的 
问题 。 在 (5.1) 中 ,如 果 令 
ж = r 1, АТТ-1,, 


Яях1 gqxq 9х1 


my 


y= АГх + ss (5.10) 
ËB. 
G) ¿= p; 
(п) соч (x, +) = 05 
о 
Gii) (а) = геог = ГГ = L; FEO = ( 7. ) 
„О а 
Убу) = ATTA + Dlo) = АА’ + Р(е). 
Е: ГАНА, ШУГА МЕЖЕ ГІН» Pf 
还 是 公共 因子 。 然而 (5.10) 中 的 因子 载荷 阵 是 АГ 而 不 是 4 了 . 
这 就 告诉 我 们 一旦 我 们 求 得 了 一 个 因子 载荷 矩阵 4. ИЖЕ 
ТЕЛЕЕ Г, АР 还 是 一 个 因子 载 融 的 逢 阵 。 利 用 这 一 点 ， 在 实际 工 
作 中 常常 求 出 一 个 载荷 阵 4 后 ;就 右 乘 正 交 阵 T, Ж АТ 能 有 更 好 
的 实际 意义 , 这 样 一 种 变换 载荷 矩阵 的 方法 , 称 为 因子 轴 的 旋转 。 
下 面 我 们 详细 介绍 方差 最 大 的 正 交 旋转 (Varimax 旋转 )。 
上 先 芳 依 两 个 因子 的 平面 正 交 旋转 ， 设 因子 载荷 矩阵 为 
ай 982 
4 = | sa ап ‚ге cosg — sin p , 
: : (229 сов °) 
ап ар 
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ја 
В = АГ 
(= + аьшф - gusin p + ки 


1р 


Ри JJ 
| бы 
G, 11) 
现在 考虑 这 两 个 因子 的 “贡献 ”， эп, 因子 的 “页 
献 " 越 "分散 ” 越 好 ,这 就 是 说 希望 将 yi, c... yy 分 成 两 部 分 , 一 部 
分 主要 与 第 一 因子 有 关 , 男 一 部 分 主要 与 第 一 因子 有 有 关 ， ния 


BER (әң, tets БЫ)» Сә teea БЫ) AWER RRID 258 ЕИ] BB 
地 天 。 Факті 


$ 
„=? (2) - 


-[# (4) ЕЕ HY], 4-1,7, (542) 


取 到 是 为 了 消除 ba 符号 不 同 的 影响 , 除 以 好 是 为 了 消除 各 个 变 
量 对 公共 因子 依赖 程度 不 同 的 影响 ,现在 要 求 总 的 方差 达到 最 大 ， 
MERE 


арісозр + apsiap ~ ansing + ар:созф 


G = V, +F; 
达到 最 天 值 。 于 是 考虑 G 对 四 的 导数 ,利用 《5.4 )，(5.12)。 经 过 
一 些 计算 ,可 以 知道 ,要 使 52-0, 就 要 取 9 Bš: 


р--2АВ/р 
С — (a: — Bp 


Ял 2 ај 3 ` йай Залап 
1 .| 一 -| 一 -| 一 - ‚==2 = 
ем (z) (ж)» ” АЁ; > 
. Ы P 
FI А = 5 Ejo B = > Dis 
ј=1 гі - 
р P 
A 
с-ОХ(4- 4)» D = 2 2 в», 
ісі i=l 


tan 4ф 一 
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现在 ;我 们 来 证 明 这 一 点 。 先 看 
nenni eEG- (А) 


#=1 


ілі š 
? p Р р | 
zn =] 
` ба фа ` Ял йт 
今 记 и; = ғ. р; = + > x; À. у; == h? 


则 有 РОР + Р) = P > СЕТ; 
DE еы 


ікі 


又 因为 
u) + v) = + У —2(щь Y 


一 Сә + ур? — 2 Іні зіц? 2ф + р? cost 2g — нұр) sin 4р], 
_ (5.15) 
这 是 因为 
шә; = (z; соз p + y; sin p)( — x;sin p + у; cos p) 
= — risin pcosp + yising cosp 
+ x;y; (cos? p — sin’ ә) 


= х,у, соз 2ф 一 1. 《好 — УӘ)віһп2ф 
1 . 
= > (2; соз 2p 一 и; sin Zp)» 
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"2(н = 2(>,сов2‹ф -- pi sin 2g): · 1. 


- 06 (sin 2e)? + vi (cos 29) 


` — 2н cos 2рвіп?Ф|, 
还 有 类 似 的 计算 可 得 

Саге) + Сәу = (ua; + uv 一 Zu;t;u; pis (5.16) 
ІН ми; == (z; cos p + y; sin ф)(х; cos p + y; sin p) 


= хх cos! p + yy; віп? p + (арх хи) 2 sin 2, 
poj = дух sini p + уу; cost p — (x;y; + дур) 2 біп 之 中 3 


于 是 
(аги; + СРЯ = (хх; + уу) 
因此 将 上 式 代 入 (5.16) Ж (5.16) № (5.15) RA (5.14), 19 


PV = У) = p 2; G + ия 
– >. > [вй sin? 29 + ә; cos? 2ф - пал зїп 4р] 
- > 2; (Z + yy С 
Е" 二 > > (7 sin? 2ф 十 vr; сов? 20 
一 = Сагъ; + pw) sin 4) 
-p > (z + yi) 一 > > (x;z; + уу) 


1 
+ (е — р У) “| sin? Zg 


1 i 

++ |в р) онов | 
1 

+E? — aB] sin Фр, 
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”因此 ,与 四 有 关 的 部 分 只 是 工 式 帮 端的 最 后 三 项 。 于 是 从 


SV — 5 
дф 
就 得 到 
g= 2 (2 — ф 5 Саз) (cos 2%) 
-2 (в -р > м) С соз 2ф) (Csin łe) 
+ 2 (2р — АВ ) соз 4ф 
йй 


(PC 一 【< 一 B5) sin 4gp = 2 (2р 一 ав) сов 49, 
因此 
“П — 748/7 
С — (42 — нур” 


тап 49 = 


这 就 是 (5.13) 的 公式 . 

如 果 公 因子 数 多 于 2 个 ， 我 们 可 以 逐次 对 每 两 个 进行 上 述 的 
үҙе, ЖЬ, зар 2 B$, 可 以 每 次 取 两 个 , 全 部 配 
对 旋转 ， 旋 转 时 总 是 对 4 阵 中 第 e 5], "8 列 两 列 进 行 ， 此 时 公式 
(5.13) HREN 

GA аз Aj aj 
就 行 了 。 因此 共 需 进行 C3 一 2 Ca + 1) 次 旋转 ,但 是 旋转 完毕 


后 ,并 不 能 认为 就 已 经 达到 目的 ,还 可 以 重新 开始 ,进行 第 二 轩 С: 
次 配对 旋转 ， 于 是 每 经 过 一 次 旋转 , 4 阵 就 发 生变 化 ， 
第 一 次 Жк 
аш 
旋转 旋转 
从 AG -> ая», да 的 各 列 相应 的 相对 方差 之 和 只 会 比 АФ А 
KAGO AA. 各 列 丰 对 方差 之 和 , 则 Gb < СФ. < ба 
GHD < e, RETA ALLOA MELEE RAAR 
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AP 一 ..... AD — А... 


A 


薪 阵 的 元 素 的 绝对 值 均 不 大 于 1), Е ок 
限 。 在 实际 上 ， 也 就 是 经 过 和 于 次 旋转 后 ， 它 的 总 方差 的 改变 不 大 
了 ;此 时 就 可 停止 旋转 。 

在 实际 工作 中 , ЖЕ} Ж НАЕ РЕ, 也 即将 4 一 AP, P 不 是 
限于 正 交 阵 , 而 是 非 麻 异 的 隆 , 此 时 相应 的 公共 因子 结构 已 不 注 足 
(5.2), 它 就 具有 喝 大 的 任 党 性 ,我 们 在 这 里 就 不 过 论 了 ， 
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第 七 章 线性 模型 


及 第 二 章 起 我 们 讨论 的 许多 问题 ， 都 可 以 看 成 是 多 元 线性 模 
型 的 一 些 特例 .多 元 线性 模型 很 自然 的 是 一 元 线性 模型 的 推广 ， 
然而 有 趣 的 是 它 又 可 以 看 成 是 更 广 的 一 元 线性 模型 的 特 俩 ,而 后 
者 对 解决 菏 些 间 题 是 方便 的 ， 我 们 将 次 门 用 一 节 来 讨论 这 两 者 的 
关系 . 

本 章 将 进一步 讨论 多 元 线性 模型 的 估计 和 检验 ， 对 常见 的 三 
种 变形 导出 递 推 公式 。 


біш ош 
假定 


ПХК қхр (1.1) 
Ур» * эУо MAXA ЗЕРЕ V, YV > n, 

жү c Б ЯН ЕНЕ. Ө, V ЕЖ ЕЕ. 为 了 方便 ， 
我 们 把 满足 (1.1) 的 了 ЖЕНИЯ (о), ЗЕ LCY, С} 
ө. V), 分 号 前 的 了 Y，f 是 已 知 的 , РЕНИ В, Г ERAR, X 
ты ніні, 它 与 yn НЕЕ, 因此 , 这 些 结论 
的 点 用 范围 就 不 受 正 态 分 布 的 限制 ; 关于 线性 横 型 的 假设 检验 问 
题 ,涉及 到 统计 量 的 分 布 , 它 与 多 元 正 坊 分 布 有 密切 的 联系 , 这 一 


| с ө, 


差别 在 实际 应 用 时 是 要 注意 的 。 如 果 对 模型 (о) 的 yas 557» Уа 
加 上 正 楚 分 布 的 条 件 ， 就 称 为 是 正 态 线性 模型 ， 记 成 NLCY, C; 
е, F). 


实际 上 ， 我 们 前 面 几 章 讨论 过 的 问题 ， 有 不 少 都 是 线性 模型 
的 转 例 ， 我 们 以 多 总 体 的 比较 (关于 期 望 值 的 比较 }、 回 归 、 这 二 
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个 类 型 的 问题 为 例 , 说 明 它 们 都 是 线性 模型 的 特例 . 
#11 多 总 体 关 于 期 望 值 的 比较 , 
设 向 量 Ха)» -- "5 Xi 来 自 第 i TEM IK, ¿= 1.2, ыс 于 
是 ,矩阵 | 
| Хх Ош. Хр)» 48-152. -tks 
МЕ: АЛАН ЖЕ, Ы, ХА ~ NG Г), 
а-1,2,- 5. туі е 1, 2, 005, 5. È 


Хү 
. А, 
Х = Хх; 1 = У т 
: іші 
Хь 
后 :就 有 | 
. Е(ХО 1 o- 0% m 


ECX) =| EX) -| 15-014) 
“хр : 1: : : : 
F(K O) 20--1/44 
外 中 的 各 行 独立 , 同 协 其 阵 TV. 
可 见 它 是 一 个 线性 寞 型 , 它 的 问题 是 要 检验 假设 
Ho: ва = р == 7 2. 
ETRY. СЕТЕ А РЕ НБ e, 
例 1.2 回归 的 估计 和 检验 ， 
设 回 归 分 析 中 , 自 变 最 相应 的 资料 第 阵 是 X ， FE EE TH RZ BS 
ASHENE У, 要 考察 的 是 个 自 变量 m …… ху, ДЇР БАЖ 
Е Ys *" "s Yp 的 回 HAH: 


В |: Ёп "Ва | Р 
Ур т Ба Еа ғы “ 


O WAR RENHAR 8， 以 及 如 何 对 这 些 系数 进行 检验 ,这 是 
回归 分 析 中 的 两 类 典型 的 问题 ， 很 明显 ;用 资料 矩阵 来 写 时 ,就 有 
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яхі қар аа быр 
УЕ НЫ У. | 
可 见 , 它 也 是 一 个 线性 模型 ， 

从 上 面 的 例 可 以 看 到 , (1.1) 式 的 模型 Co) 确实 是 从 许多 具体 
的 问题 中 抽象 概括 出 来 的 , 它 的 形式 反而 更 简单 了 , 同时 ,也 可 以 
看 到 ,有 些 问 题 还 不 能 概括 在 内 ,还 需要 更 广 的 模型 . 

ЖЕ (11) 式 中 ,涉及 到 三 个 矩阵 的 秩 , 它 就 是 C, 晶 , V. 模型 
(о) BET V > 0, 四 是 任意 的 , 对 C 的 秩 未 作 限制 ， 然 而 , 还 有 
两 类 重要 的 情况 ,模型 (о) НЕ Г, RRE: 

G) # (1.1) Ap, V> 0 820 V о, 判别 分 析 就 属于 这 一 
情况 ,我 们 让 在 本 章 $3 来 讨论 . 

(и) 在 (1.1) 式 中 日 不 是 任意 的 , 它 受到 一 个 线性 约束 , 例如 
满足 方程 4@ = B 这 样 条 件 ， 这 一 类 问题 可 以 化 为 不 受 约束 的 横 
型 来 讨论 ,因此 ,这 一 类 问题 实质 上 还 是 属于 模型 (0) 的 情况 ,52 
中 将 介绍 邵 何 将 这 一 类 问题 化 为 模型 Co) 的 问题 . 


pe =( 1 
mx b 
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现在 讨论 模型 (о) Hk HI ОЯТУ AHS [n] BI, 
定义 2.1 ӨЛЖЕЕН ЕШ p= п Ө ЖК РАЈ, ПАТЕ 
”在 了 元 素 的 线性 函数 i В'Ү 使 
Е (и B'Y) = tr A'8 = о, 

ШЕЕ гв” Y #K2 ?的 线性 无 偏 估 计 . ЕР 的 线性 无 偏 佑 计 中 
存在 方差 最 小 的 估计 ， 则 称 它 为 的 最 优 线性 无 篇 估计 或 马尔 可 
ай. 

引 理 2.1 

 E(w В’У) = B'CO, V (и В'У) = 1 BVB’, (24) 
证 明 ARA ASE 2. 的 (2.5) 有 
Е(ҥВ'Ү)=и[Е(В'Ү)] — (в CO) 
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记 
к) 
В = | : ) 
бау 


я = 
(ЕВ) = V Gr YB) = V (> Коу) 


M| 


由 于 уа» ° yw 不 相关 ,因此 由 第 二 章 的 (2.7) 有 
VlrB'Y) = > (боз = > КАЗ О 


ізі 


- > ӘРЕ 


іті 


ба) 
= | | Ба» эса фы) = tr ВВ’ Ф 
Бы), 
ЕНІ 2.1 立即 可 得 
定理 21 p 一 tr 4'B п Е: ТЕВЕ 
С'В = А. 0.2) 
证 明 р 一 tr Ө 可 佑 的 充 要 条 件 是 存在 时 使 оет ДӨ = 
Е (п ВУ) = п вс № ИӨБ, БН 4 = В”С. Вр 
СВ = À + 
ИЕ ё = (с сусу; 于 是 有 
515822 对 可 估 参 数 p 一 mr4 有 . 
E (vr 46у) = п, | 
{> (tr PÒ) = {CCV AVA. 
证 明 直接 计算 就 有 (注意 有 4 = RC) 
ElirAB)— u А'Е(Ө) = tr АХ ССУС” СӘ 
= t ССССУ С СӨ 
= yr B'CO = rr 4%, 


(2.3) 
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a К ташын r ее. 


V Gr AÀ) = V елеу суу = V (и В'’С(С'С)-С'Ү) 
= V {tr B'O(C'CFC'Y) 
= tr ACC CY AVE 
EROE (4.4) № (+5), 可 得 
引 理 2.3 i F = (2), NS 
cov (ур уі) == 041,» соу Сус» уа») = 8}. (2.4) 
В 2.4 cov (tr ВУ, tr D'Y) = tr BYD’. 
证 明 局 引 理 2.1 中 第 二 式 的 证 明 相 仿 , 略 . 
定理 2.2 (Саоѕѕ Марков) 5 о = tr £9 п], о 的 最 优 线 
性 无 偏 估 计 存 左 而 且 唯 一 , 它 就 是 tr 40, 
ШЕН ”因为 өзе 4 全 可 居 ; 于 是 由 定理 2.1 知道 383 使 4 = 
вс. МИ 


Е (tr ғау = tr B'C8 = tr AG = р, 
x. 
V (tr CÅ) = и (ссу АР, 
尾 给 一 个 tr ӨНЕ БЕ tr Р’У, WE 
V G BY) = tr BVB' =t VB'B 
эсР”ВРСОССУОСВ, 
FR E (м B'Y) = tr ҒӨ, 所 以 A = В'С, 因此 上 式 就 是 
(е БУУ >u УЛ'(С'СУ А = V (u А ӘУ, 
ЖЫМЕНІ tr 4’9 во Сашзѕ- Марков Ф. 
今 证 唯一 性 ， 若 有 另 一 个 Gauss-Mapkos (ЕҢ и B'Y , 记 它 
55, Н Еж м 49, TEE 
cov (и В”У, tr A'B) = tr BVA'CC CYC = т AVA (с су. 
很 有 明显， 1467) 一 FCA) = соч (2, Ф). Н 
E(B 一 ê) = ЕСА — e — (8 — в)» 
== E(B — р)? — 2оч ба, б.) 


+ E(B: — р}? 
= (51) — 2cov (бі, В) 
+ 146) = 0, 
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TE д = 2, ИХ 1 НВ ЗРАЧЕ 
今后 当 p = tr A'@ 可 估 对 , 用 6 ЖОК Р КЛЕН ЖН М. 
很 明显 , 当 @@ 可 和 估 时 (也 世上 日 中 每 一 个 元 素 б, 可 估 时 ), 6 就 是 
(с'су-с'Ү, 因此 ,我 们 用 看 来 表示 【CCC 了 ЕЖ ЗІНІҢ 
的 ,而 且 还 带 来 了 不 少 方便 . 
жеж, Ө = (ССУСҮ 是 有 意义 的 , 相应 的 残 差 
Y 一 СӨ 可 以 物 成 残 差 的 内 积 阵 i 
(Y — cây (Y — cå), 
它 相 当 于 一 元 线性 模型 中 的 残 差 平方 各 ， 将 Ө 的 表达 式 代 人 就 
得 
(Y — СӨУ(Ү — сё) 
= Y'Y — ССС СУ 一 YICUC CD 一 CC Y 
Усс 
一 了 "了 一 了 CC 一 CT 
= YI — C(CÇ'G) CY, 
іп L, (CG) = YG 一 CCCCYCYY， 以 后 就 简称 它 为 线性 模型 
L(Y, С; Ө, V) 相应 的 残 积 阵 ， 
定理 23 WE rk C 一 +, 则 
ECL p C) = (z — ӨРУ, . (2.5) 
ШИН % L,(C) = ҮІ —– ССССУСОҮ 


У 
- | : | (ї—с(с'сус' In tya). 
ye | 
所 以 | | 
ЕСІ,,ССО)- (Еу; — ССС'С)-С)у;). 
又 Ey(I — С(С'С)-С)у = 

= tr (I СССССУ-СОЕуҙу)ь 
== (1 — ССССУ CCO; = 0, БІСІ-- COCCI C'Ey, = 0, 
就 有 | 


Ey Q — СЕССУІСОу; 
= tr (1 — CCC CBG ~ Ey); — Ey, 
= tr (I — C(C'CY C vyt) 
= py tr (1 — ССС'СУ C’) 
= pa (tr I — ССС СУСС) = (я — ryvy ЧЁ 
因此 — H (с) 就 是 协 差 阵 了 的 一 个 无 偏 估计 。 
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考虑 带 线 性 约束 条 件 的 线性 神 型 : 


pe се, 4 68 -В, 
т“? Вик қхр Tx ҚХР {хр (2.63 


Ума "з Yia) ЖАН А Е ВЕ V > 0. 
很 明显 , 方程 4@ 一 B PREMA, ВАО РИН ЯЗГЫ Ж 
ЕТЗЖІ. 方程 48 一 B 的 全 部 解 是 
© = АУ B +(1,— A*A) Н. . (2.7) 


kx p кхі {хр 
五 是 任意 的 . 因此 可 以 看 出 实际 上 是 五 这 些 参数 在 变 , Ө 随 之 而 
改变 ,将 上 式 代 人 模型 (o) 中 的 第 一 式 , 就 得 到 重型 
429 = С(4+В + (1 — А*А)Н), | 
Уаз уә АНАҢ ЕВЕ V > 0. 


pe — CA+B) = C(I — AtA)H, 
Y — САЯВ RATTAR ЕП У > 0, 
可 见 它 还 是 一 个 模型 (oe) 所 相应 的 线性 模型 . 
ВОЕН р = tr СӨ, 则 
p = tr G'ATB + tr GU — AtAYH. 
Тар = 1 — 454, 对 (2.8) 引用 定理 2.1 和 2.2， 就 得 到 : 
G) p = tr G'8 TJ <=» 3U {Б РЕС = PG; 
Gi) o = tr G'8 Н.Ш 
Ө = AtB + РЙ, (2.9) 


(2.8) 


其 中 - 
Й = (PCCP PIC (Y — САЗВО, 
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就 得 8 = te CÀ GIF 6 EL RE Y 的 齐 次 式 , 因 有 常数 项 》， 这 就 是 
带 约束 条 件 村 相应 的 解 。 此 时 相应 的 残 积 阵 是 
(Ұ- CATBY (I — CPECPYC CPI PIC (Y — САЗВО. 
(2.10) 
现在 来 看 : М 4, В 满足 什么 菜 件 时 ,由 (2.9), (2.10) 给 出 伍 
ЕЕЕ ВЕТ ЖЗ PF RR — ЕНУ. АЯ, АЛЯ 47850 
的 话 ,一 般 说 来 ,是 不 可 能 相同 的 ， 下 于 46 = В 是 相 容 的 ,因此 


FED B = AD, AtB = О = АТ Ар = 0 => AD = О <> 


B = 0, BERTZE B = 0 的 情形 ， 此 时 ， 
GB = G'P*(P*C'GP*DÍCP*CO'Y 
= U'CPYP*(PYCO CP СҰ, 
® rk С = rk СРЯ 时 (С) = ССРО), НЕ А — 
个 , 因此 CPC CPD PIC = С(ССУС АУ (ec RE 
Ех. 4 rk C = rk CP*, [Чип rk (PIC CPI) = rk СҰС, 
所 以 РАОРАССРАУР ОЕ (СС, РЕ 
6'8 = U'cpy(C'Cy СҮ = G'(C'CY CY. 
可 见 ， 此 时 相应 的 各 取 威 CC'C)-C'Y 是 对 的 , 它 对 一 切 可 估计 的 
р = tr СӨ, 都 有 
6 = tr GB, 
同 理 , 此 时 残 积 阵 
У’ = (І — СРЕ(РЕСФСРЖУ-РЕСТОҮ 
—=у'(1—С(С'СуС')Ү, 

Б ВОЧ , AMIERT В НАЧ Ж: 

定理 24 к СР* = к C, 则 模型 

Eo = СӨ, Н 48 = O, 
УМЕЮ ЗЕЕ > 0， 

ХАУ Ө = (С'С)-С'Ү, ПНВ p 一 w G'8, 的 马尔 
TJ ЖАКИ ó — tr СӨ, 且 相 应 的 残 积 降 还 是 Ly,(C). 

这 一 结果 ，。 在 讨论 因子 试验 和 区 组 试验 的 这 些 问题 中 是 有 用 
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的 , 它 会 导出 一 些 有 意义 的 公式 . 
例 2.1 回归 问题 ， 
在 线 竹 模型 中 ,如 果 第 阵 C 具 有 《1 ХОА, АЕ 
模型 可 称 为 回归 模型 。 此 时 参数 阵 晶 世相 应 分 块 ,写成 
ву 
e= (2), 


名 就 是 回归 常数 , 8 就 是 回归 系数 ， 


НЕХ у= 1 y1, диң 
в п 


САХУ О" лар хх” 


` 
x ххх! (1 —-11')х + x (+ п')х 
п Ке r 
Е: НЕ, 
РЕ РЕ: 
(с'су- =!” 3 
一 Li г; 
` 
| Трех (1 _ 1 J) 
п п 
(с'су-с' = 


Е.Х’ (1 = 1) 
я z 


I — c(c'ce)-c' = (: - 二 J) 


| -(1-- xL; (! -小 


A 


б — L. Ly 《或 Г... == L.,)s 
L, ,(C2 = і, 一 егер мәт 


ñ = y — vÂ, 
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RRE LC) 还 可 以 写成 下 面 的 几 种 形式 ,这 是 因为 (1 —-1-/) 
ESRR ARRATE P AREP — P,P = P， 于 是 
ыы, = Y'PK(X'PXy-X'PY 

= Ү'РХ(Х'РРХУ-Х'РРХСКХ'РР' XY Х'РҮ 

=L. Саа LL, = В ай 


因此 就 有 
| LLisLey = ВІ. = В, = Lys 
L, БС) + L, LIL, = L, (C) + PL, Ë, 
ХӘЛЕН НЕ БЕЗИН УРАЗ ОМА, 1,,СС) ЯНА РИ 
方 和 和”， РІ, HAT EREN, Ly 就 是 “总 的 平方 和 ”。 


$3. 广义 线性 模型 
* 
ШЕН ЕЗ (о) тб Y ЕН РЕ ОЖ КЗЫ, ПП 


是 用 向 党 的 形式 来 写 ,就 得 到 一 个 一 元 的 广义 线性 模 音 . 
E Y, 按 列 向 量 排 成 一 个 向 量 : 


{л 9, 
y= ж ñ а = 9, 
Ye 8, 
ярхі Kpxl 
于 是 . с o 
ЕСУ СӨ, 
көз-|: |= | =| ©, ө, 
А E(y,) C. о ` с 
paf, выть ' 
Убу) = : : : x . 
тыр ғы gy l) 
Е = (1,% C )@ , 


我 们 把 满足 条 件 
Есу) = АӨ, | 
{усу = =V. V > 0 з2) 
的 y 称 为 一 元 广义 线性 模型 。 很 明显 , ш АЛИМ ABARREK 
ЊЕ, 就 可 以 从 (3.2) 导出 (3.1). 因此 , 也 可 以 将 多 元 线 狂 模型 的 
河 题 化 为 一 元 广义 线性 模型 的 问题 来 讨论 ， 
下 面 我 们 来 讨论 广义 线性 糟 型 中 的 Guas-Mapkoa 定理 ， 党 
全 类 似 , 可 以 对 可 信人 性 及 最 优 无 伪 估 计 给 出 定义 如 下 : ` 
定义 3.1 参数 p = 29 称 为 可 估 的 ,如 存在 5 使 E(B'y) 二 ps 
此 时 ғу 就 称 为 2 的 一 个 线性 无 偏 估计 。 如 果 线 性 无 偏 估计 中 
存在 方差 最 小 的 估计 ， 它 就 称 为 o ERRERA Re 的 
Gauss Марков 估计 ,用 来 表示 它 
完全 类似 ,可 以 证 明 | 
定理 34 2-40 жа: ВР {Б 
АЗ = s. 
由 此 可 知 , pl。 ++, р, 可 佑 时 ,它们 的 线性 组 合 一 定 也 是 可 佑 的 ， 
定理 3.2 рсө 可 估 , 则 б еа Ед 


É 
` (y: b = Ata + (I — АА уш, НЕ 

证 明 E (Ру) = #40, Рав = a0 的 充 要 条 件 是 4% = =, 

ПО’ 一 “的 全 部 解 就 是 
же A*a + (I — AA Du, «ЕЗ, 

由 于 АЗА = (AAY = AA+, 就 得 定理 3.2 + 

定理 33 设 p 一 ac8 可 估 , 则 6 存在 而 且 叭 一， 六 可 以 表 成 
aĝ, 其 中 


д = АЕ (ООО ИГ ` (3.3) 
mw Ол = I— AA+, 
ШЕҢ AF 了 人 zy) = pp, ЕН 
р = Аа + Оли, "ЕЗ 
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时 ,那个 6 të РУР 达到 最 小 值 нт ИУл0, ЗЕ # V = 1, 
于 是 
БР» = PL'Lb = ШАР = LA "a + Годы. 
АСИЯ, E Пато + LQ s|: ЕЗШ J 8 НД ж Е 
EBI 
Wo — (LỌD'LA "a, 
于 是 求 出 方差 最 小 的 无 售 估 计 的 系数 
bo = Иа — 0 ,CL 0 )tL Ata 
= [] — Око,” ta, | 
利用 О% = 0,0-0, 以 及 公式 ATEL (ллу (ААРА, 
就 得 
OQ. (LQ, FL = Релей ерте ары” 
= QIL’ (LQ О” EL 
== (ТО. 
= (QUL LOO ОЗІ, 
— (О.Р, О.Г, 
+E bo = [1 — (OVO OV ]a ta, 证 得 了 存在 性 . 
ЕЖЕ. : 设 有 两 个 解 By 与 ву. ТЯ b — 5, = 
04(1- СЕО,УҚ( 0,24, 因此 
Е(іу- бул -"2Х(1--(1.0,75(1.0,220./0.4 
х (I — (LO LO) a 
= — (гого) о, у.) 
х (Е — (LQ CL Qad. 
注意 到 AU 一 474) = О, ЕАН O, 于 是 证 硼 了 唯一 性 
+ 
213 31 PL V > 0, И | 
(и) = АУС — (ОРУТ). (3.4) 
证 明 由 于 84 一 (1 一 A447)4 一 4 一 4 一 0, 记 
В = AtV(I — (QV TO V), 


74351. 


G) Иву = VĊAA YC — (9 ,V)F АРУҒА 
= ААА = VA, 
(іу ВУЗА = АД*Р(1 — Орто = A*A, 
ШІ Bra 是 一 个 对 称 阵 ， 
Gii) ВР-АВ-- АҒААРТ(1--(О,УУО,РУ- В, 
Gv) VAB = V-laAtV(I — (O V)tO U) 
= ИК! = осі - (0.7)+0,У) 
= і 一 (Q ,V)tO, У» 
El лав 是 对 称 阵 . 
H GO (iv) 可 知 引 理 是 成 立 的 *+ ° 
利用 引 理 3.1 ， 就 得 到 定理 3.3 的 一 些 有 用 的 特例 ， 它 和 我 们 
已 知 的 结果 相符 . 
1. # V > 0, реа 可 佑 时 ， 
a= «8, ё (EVAAA VY. 
证 明 已 知 
Ë = AHI — (Qa V Qat Qa V Yy 
= РОО О. у. 
因为 F >>0, ЖҮЗБЕ LL, ы 0, L” = L, 于 是 
| ё— А01 — LOC Q, LLQ a) EJL y. 
然而 ,因为 
LOKQILLO L = (О.Е УТО СОЕТ 
OL = [(Q ,LY(Q0 ,L)] (O LL 
= ГСО) QL) L Os Qah 
— (O,L)tO,L, 
所 以 | 
ё= ALU — (O LQ L)L-ly, 
再 用 引 理 3.1, ӘН 
È = (LAV L y = (A LYLA LAY L Y 
= (EVA A Y Y, 
2 ІШЕР = 1, 就 得 
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б — (AAY AY, 
这 就 是 普通 常见 的 线性 模型 中 的 结果 ， 它 也 就 是 通常 所 说 的 最 小 
Zt. 

在 实际 工作 中 ,了 常常 是 未 知 的 ,因此 ， 很 自然 就 会 考虑 到 最 
х= ҮЕ (A АУҒА 在 什么 样 的 范围 之 内 ( 即 对 于 那些 来 说 》 
КАВ НБУ ТА ВЕН У, 可 估 参 数 p = Ө 的 马尔 
ВЕ р = «8, E= CRANA y 我 们 用 6 表示 定理 3.3 中 的 
估计 量 , 即 


Ò = аҡ! — (Ото, tO TY, 
(ШЕП, № р = ӨНІМ, #0 = aB ЗЕ ЕА. 
定理 3.4 对 一 切 可 佑 参数 p = 0, б = «6 = a8 МАЕ 
ЖЕЖ 
Ү (РТО РТ AAt = 0, | (3.5) 
证 明 НИЕ р 一 a9, 总 成 立 
E(Zó) = p, Е(а 0) = p, 


于 是 
Е(00 — 26) = 0. 
因此 
dÂ = de Vr 6) = 0, 
今 


aÊ — 90 = Aty — eA — (ОРО) ОУ YY 
— SAVO QV 0,07%), 
记 V= L'L, L'= L = Vš, +E 
COVO OQAVA" = (0 ,LL0/)t0 LLA 
= (LO)tLAT, 
жн 
FC — 28) = 0 
< 0 ОАО (ГО TL А+а 
对 一 切 вв (47) 成 立 
50 = еш АА (ТО) ГЕО LAYA n 
对 一 切 * 成 立 
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<> лл (ОТСО )tLAAt = Q 
<> (Оу АА = O. 
ЖЕ Я У 代 人 即 得 定理 3,4. 
(3.5) 式 所 表示 的 条 人 忻 , 使 用 时 很 不 方便 , 下面 给 出 一 些 等 价 - 
的 形式 . 
引 理 3.2 FIRAR: 
G) КРОУ ДА+ = Оң 
Gi) Q. VAAt = О; 
(1) Q Va = 0; 
Gv) VA = AAVA: 
(x) V4 КЕ L(A, M (Улус а (ААЖ); 
CGD s#(VA)C (А). 
证 明 С) < > Gi). 因为 Ол = Ол 01-00 У = V,id 
pi = L, 所 以 ‚ 
ҮСУ ODEV AAY = L(L0O Yt L AA* 
= LLOQ (LD, Q L 044% 
LO, ,L(LO, АУ А АТ, 
жыл LOLLL) 就 是 一 个 投影 阵 , 因 此 
(ИО, А+ = О 
+> 10,1010.) АА = 0 
<> LO, ,LLAA) = О 
<> O ,L'LAAt— 0, BH 0, ,VAAt= О, 
Gi) => Сі) Qa VAAT = О = 0,VAATA=0, FI Q V A= 
0=> OAVAAT = О, | . 
Сі) => Gv) Qa = 1 — AAY, 因此 
| ОРА = O4 (I — AAVA = O 
4> VA = AAVA, 
Gv)==> (у), Gi), 直接 由 《iv) 看 出 , HA ЛАК J: 57 (4) 
REER “(АА KREE, 
G)— Gi) AA (4) (449). - 


.354. 


Се) те» Gv) 因为 44+ 是 СИ) МЕНЕЕ +e 
在 文献 中 ,还 有 用 个 常见 的 等 价 条 件 是 
Суп) У4АТ--ЯАЗР; 
буш) (VAAT = Vaat. 
很 明显 ,这 两 个 条 件 可 以 从 【ii 导出 ,因为 
О = OVAAT = (1 — AAU АДАТ, 
所 以 ЛАТУ = AAFAA = (Зауал). 
这 就 证 明了 дАЗР 是 对 称 的 ,因而 有 
AAYY (AATV) = УСАА) = Vaat, 
(VAATY = VAAT, 
这 就 时时 了 Суй)» (мі), WR iD R- H GD BMB Qa 
得 


OTAAT = 0,AAtV = (1 — ААА АУ = O, 
这 就 得 到 Gi), 因此 = (әй), Сун) <> Gii) 是 明显 的 ， 
"КЕГЕ ЕКЕН H FL КЕНІ, "НАН Фа НАНЫ 
化 为 一 元 线性 模型 ,把 二 次 型 的 估计 量化 为 线性 佑 计量。 | 
例 3.1 多 元 线性 模型 
从 (3.1) 式 知道 ,多 元 线性 模型 可 以 写成 
(29) --(1,9С)9, 
| FOD 一 了 的 
因此 ， 相当 于 广义 线性 模型 (3.27 中 的 
4 Я 1,066, 
р V 就 是 了 的 了 
为 了 便于 区 别 , 将 了 @ 1, 写成 M @ I,, М 是 非 负 定 的 矩阵 . 
& 4* = 1, @ C*, +E A4* = 1, @ (C C*), 


所 以 | ~ 
AAVA = [1,9 (C CtY] M 61,111, С] 
= М 69 (CCT*C)= М @ C, 


VA = IM @ ILJ)[I, ӘСІ M @ C, 
4355. 


可见 多 元 名 性 模型 是 满足 条 件 
ААЗрА = VA 
У.В, БАЗЕЛА {ГЕЛЕ БАЈА ЦА ТЕ. 它 的 最 小 二 乘 佑 
计 是 
Aty = (А AYA y = (1C Yy «= СІ,ӨОГСС СӘС Пу» 
ЖЕУНЖЕНУЕЗАНҢ» ӨКЕН, А 
Ө = (c'cytc'y, 
这 就 是 我 们 熟悉 的 形式 ,对 任 一 可 俯 参 数 p = tr D'O, 则 ?可 以 写 
Буи В СӘ, 


ñ = u В'СӨ = r В'С(С'С)+С'Ү 
= rr B'C6 = u D'Š. 
这 与 $2 所 得 结论 完全 一 致 
实际 上 ,还 可 以 进一步 考 赚 ,满足 
| AAtVA — VA (3.6) 
这 个 条 侍 的 了 是 一 些 什 么 样 的 非 负 定 阵 .对 于 多 元 线性 模型 来 说 ， 
它 的 4 一 定 是 具有 


` r,@ c 

的 形式 、 因 此 对 = ФС (3.6) 的 了 是 有 意义 的 ， 
这 就 告诉 我 们 ，$ 2 中 所 得 的 马尔 可 内 估计 实际 上 在 其 一 类 更 广 
的 范围 内 还 是 马尔 可 去 估计 ， 而 一 旦 超出 了 这 个 范围 ， 它 就 不 是 

了 .所 以 求 (3.6) 式 的 解 是 有 意义 的 ， 我 们 考虑 
F= В, @ В, 
РР nx. 

хх ЖА. TE 

AATVA = [1 @ (СС B® 8,11, @ C] 

= B, @ (СС?%В,С). 


“ VA = В, ® (В.С). 
因此 ,要 使 AAtVA 一 VA 成 立 , 只 须 取 В, {И 
| CC+B,C = В,С (3.75 


就 可 以 了 , 即 要 求 8;C 的 列 向 量 都 是 (0 中 的 向 最 ， 很 明显 
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B, = 1,9}, (3.7) 式 自然 成 立 ,这 就 是 前 面 我 们 得 到 的 结论 ， 
再 看 С = 1, 的 情形 ， PH Уи 7779 Yia) 的 期 望 值 都 胡同 ， 如 果 
Уа» 557» Уа 不 是 不 相关 的 ,而 是 相关 的 ,此 时 


CCr = 1, (1z)=1, [ + 1.) = 1 1v, 
п л 


因此 
CC+B,C ~ В,С 


成 立 的 充 要 条 件 是 
| в = В,1, 


也 即 в,1 ЕВЕ ат 的 特征 向 量 ,而 I 的 特征 向 量 就 


是 1, 因此 也 就 是 要 求 
В,1--21, 
1 也 是 В, 的 特征 向 量 , 取 В, = af 十 5 J — D, 自然 有 
Cal + ®(]-—1))1„ = (a + а + 1)) L, 
此 时 ,最 小 二 乘 估计 还 是 最 优 线性 无 偏 估计 ， 然 而，yo。，……， yew 
就 不 是 不 相关 的 了 .特别 地 , 当 р-1, В, = o, a = l, b — 5 时 


VÚ) = ol + р-р), 
相应 的 Уі» "= "5 Ya HER. : . 
#3.2 Боль ЕРНІН, А АҒ 
以 化 为 一 个 广义 线性 模型 的 估计 问题 ， 假 定 
| EQ) = c 6, 


Vy) = WA “ 
其 中 Vo ++, V, 是 已 知 的 对 称 阵 ，C 是 已 知 的 常数 阵 , 9 Ж 
а» ***› aa 是 待 和 的 参数 ,现在 我 们 要 考虑 的 是 atts а КИ 
HE. ЯМ yy, 它 满足 : 
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Е(уу) = И) + СӨС” 
+ қ 
= У; Г; + > 6:8, С; Су» 
іші : ijel 
C = (CIC: - С. 
РД, сс BR Wi 0,0; 写成 Pi; 则 有 


Li А 
Е(уу') = > a V, + > un 
4.321 


м1 
它 仍然 是 一 个 线性 模型 ， 只 是 把 矩阵 уу 看 成 是 向 量 , AHE. ЧУ 
的 四 阶 和 矩 作 一 些 假 定 后 ,就 可 以 讨论 a; КАННА 3， 这 些 2,3 Ж 
上 都 是 y 的 二 次 型 . 
ЖБ B = I — C(C'C) с’, TE B = B, ВС = 0, 内 此 ， 
令 : 一 By 后 ， 
EG) = ВЕ(у) = B'C8 = O, 
EG) = Е(В'уу'В) 一 ВЕуув 
= В'(Ха V; + СӨӨ'С')В 


ki 
= Ха, БУ)В, 


іші 


很 明显 ,把 В' У B, 看 成 妈 维 的 向 量 , 那 么 对 于 参数 а, +++, 
“ы 而 言 ,相应 的 最 小 二 ЖЕ 


4 1 
”一 a, B'V,B 
tr (и > ) 
НЕМЕНЕ. CARME Бл, 此 时 , Н-Т ó = 
(С CC? 中 的 c'e 就 是 矩阵 


P, = (tr B'V,BB'V;B), 


| | tr В’, Вг" BViB: 
2B'V Br 'B'V B: 
因此 
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zB V B: 
å = Did = (и ВУ.ВВ’У,В)* | : | 

'В' УВ; 
这 些 都 基 : 的 二 次 型 ,自然 也 就 是 ?7 的 一 次 型 , НИ, МУЖИ 
当 的 条 件 后 ， 就 可 以 讨论 如 此 所 得 的 4 是 不 是 最 佳 的 二 次 估计 。 
这 些 间 题 我 们 这 蛙 不 作 深 入 介绍 了 ， 读 者 可 以 参看 有 关 的 文献 
[51], [52]. 

通过 上 面 这 两 个 例子 ,我 们 可 以 看 到 ， ПАНЕ LA 

包含 的 内 容 是 很 直 富 的 . 
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对 于 《1.1) 式 所 规定 的 模型 《ov)}， 在 实际 问题 中 常常 要 考虑 
它 变 化 后 的 形式 , 训 研 究 变化 后 的 形式 与 模型 (о) 的 关系 ;从 而 导 
出 相应 的 北 推 公式 ,这 一 节 , 我 们 分 折 三 种 变形 ,导出 相应 的 公式 。 

(>) Жит". 

假定 原来 的 模型 是 


| яхк КХР (4.1) 


Ун НЕКЕ. MBER v. 
在 回归 分 析 中 ， ANAA CERE ЕН ЇЧ ЕК ЕХ ЯП 1 组 成 
的 ， 如 业 要 考虑 增添 新 的 自 变量 w КАНУА НЕВЕ О, TER 
型 就 变 为 


А © 

к -(с D(f) аз) 
УЖЕ, НИНЕ И. 

对 于 方差 分 析 的 问题 , 如 果 要 考虑 伴随 变量 的 影响 ,了 世 即 所 谓 要 进 

行 协 方差 分 析 , 此 时 遇 到 的 也 是 形 如 《4.2) 式 的 模型 。 我 们 用 Ө, 

О тала ЗА ЦЕ, Н Ө,, O, 表示 (42) 

神 型 相应 的 估计 和 残 积 阵 , A 自然 是 《4.2) 模型 才 有 的 ,现在 来 讨 
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ie 6, 0 5 6,, 0,, ВЖЖ. 
ЖГ Хара ЖА ak, 
ео (ие во) 
-(69 о”) 
x Библ - 1)» 
其 中 
Luul C) = ОО — U'CCCCY C'U = ТО — PAU, 
于 是 有 
ó, СС CUN /C'Y 
(2 )- (ос yu) (о) 
_ (С'СуС'Ү — (C'CY СОГ CY Lyre) ) 
( LCC) ыу СӨ) ` 
9 一 CCC 
т | тесе) ) 


其 中 . 
ЕС) = ШҮ — U'CG(C C) C'Y = UI — PAY, 
因此 有 公式 : 
б,-6Ө-(ссу- сүй = (с'су-с(У — ОЙ). (43) 
(43) 式 告 诉 我 们 , 如 果 添 吉 新 的 因子 , 那 就 将 新 的 因子 的 预报 值 
ОЙ 从 不 始 资 料 中 “扣除 ” 掉 , 即 得 Y 一 ОЙ, ШУ — ОЙ {Ей 
HI (4.1) АУУ ЗМ. 
р Е, Ө Е; НЕШ (4.2) 中 地 位 是 对 称 的 , 我 们 也 可 
以 把 模型 《4.27 看 成 是 由 
[809 = UH, 
Ұн НЕР ЕР, 
增添 资料 阵 C 而 得 来 的 ;于 是 类 似 地 也 有 《4.3) 的 公式 
Й, = (U'U>3-U' (Y — СӨ), (4.52 
要 注意 的 是 (4.5) ир) Ө 5 (43) 中 的 是 不 一 样 的 :《4.5) 中 的 
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(4.4) 


Ге 


日 实际 上 是 (4.35 中 的 @,. 
再 看 残 积 阵 的 关系 。 今 
А , сс CD ye 
O, = 1300) = Y'Y — Y'(CU)D (C уу) (..) у 
= УХУ — УСС СУ 

— (ссу C'U Lul СШ С(С'СуС'Ү 

— ү’с(с'су-с'оі5,(С)0'Ү 

— Y'UL;(C)U'C(C'C)-C'Y 

+ YUL OUY 

= Түу(С)-- Губы) СС)» 
因此 ,就 有 
| Q, = 9 — ЕСС) (С) Lo C) (4.6) 
即 有 
Ок = 0 ЕСИ. (4.7) 

(47) 式 告诉 我 们 ,添加 因子 #* КОЁ Н, REEI ЛЫБ Т s, 
减少 的 部 分 就 是 ЕГІ (СОВ, 由 此 立即 可 以 看 出 : 当 工 cefC) 一 0 
时 , O, = ,也 即 增添 因子 м HARE RARR. M Loule) = 
ГО — РЕЖ, ТоС) = ОЕ 1 РОО = О, ШИ 
的 各 列 均 能 被 上 的 列 的 线性 组 合 来 表示 。 这 也 就 意味 着 从 资料 上 
来 看 , 这 些 新 变量 зы Ес, дон 
归 的 筛选 自 变 量 中 特别 明显 . НУЮ, В 
Lus( C) s 0, 这 时 要 判断 伴 贿 变量 是 否 真 正 有 作用 , 就 要 进行 检 
验 , 检 验 假 设 


Ны: H = 0 
是 否 成 立 ， 因 此 :很 自然 会 与 (4.7) НВ E Lu (C) Ж. 
ПНВ, Щщ 1, U =u, Н = а ifo Роб) 就 是 一 个 数 ， 
JEE «(1 一 Ром, 记 为 &， 于 是 得 到 在 回归 分 析 中 见 过 的 公式 : 
ў = d; L, (C) = do (Y — СӨ), 
ө, =Š — (CC C'uq", ， (4.8) 
Оһ = О — ар. ` 
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(二) ОПЕ 的 情形 . 
此 时 考虑 模型 《4.1) 过 加 一 部 分 指标 z ++, sa 的 资料 阵 Z, 


得 
Е(Ү Z)= c(8 Н), 


у у (4.9) 
(72) 中 各 行 不 相关 , 间 协 差 阵 (| ” 7% 


其 中 

Foy = (У), Vaa = бе), Viy = V,, = соу (ys г). 
хы ЕА Чуев H, 实际 上 蚌 可 以 分 开 的 ,《4.9) 中 
第 一 式 就 是 

ЕСУ) = C9, F(Z) = СҢ, 
因此 @„ ОН (4.9) 的 估计 ) 与 6 《相应 于 《4.1) 的 估计 ?完全 机 
А. НЕЕ НЕ O, 与 О. 相应 于 (4.9) 的 残 差 阵 Ол 与 相 
应 于 (4.7 的 的 关系 ,从 定义 出 发 就 可 以 算得 ， 因 此 有 
ð — Ö = (C'COYCY, 

И = (С'с)-с'2, 

о (y — cy z 
Z'(Y— CH) 2'(1—Р)27 


(4.10) 


o, = (Z,) G росу) = ( 


ЖЕНІЛ, Ма — ТЕН = z, Z = z, ШЕТ 
Ө. = д=(с'С)-С'Ү, 
ў = соус”, 
о (y — CÂY: Y’ 
О» аш (исх — сө) zU — Бс) ) = (.) (1 一 P.D(Y:). 
(4.11) 
《三 》 添 加 “试验 ”的 情形 . 
此 时 要 考虑 的 模型 是 深 加 了 试验 资料 2 的 情形 ， 这 在 实际 
工作 中 是 一 种 常见 的 情况 ， 因 为 有 队 往 年 做 了 一 部 分 试验 取得 了 
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资料 了 ,后 来 又 增添 了 一 些 试验 ,取得 了 新 的 资料 2, 希望 将 这 两 
部 份 资料 合共 在 一 起 进行 分 析 ， 这 样 就 需要 考虑 梧 型 
ұқ" с 
Е (2), = (5) 9» 
үү k (4.12) 
(。) BETTER AHER V, 


我 们 仍 以 6, 表示 (4.12) 相应 的 估计 , Ө 表示 (4.1) 相应 的 估计 ， 
О, 表示 《4.12) ЫЛАР, Q лу (41) НАЈАВЕ. TÆR 
题 就 归结 为 求 


+ + c Р ГА 
(enn() =c с+рт 
НЕГР ХИ. M. “+” ЕАО ар, ЖЫ (CD) 或 
(5) 的 得, 部 可 以 求 由 CC + рр RA, H SE RRE 
НГ. 在 此 我 们 不 作 一 般 福 的 讨论 , 只 就 《CC 和 :存在 的 特 获 情 
БЕТІНЕ. 
x осо, СС + p'D > о, BE 
(сс + р'ру = (сс f 
—(с'сур' (I + DCEO CEC 
= [; — (CCD U + рс'су-р)-рКе'єсу-, 
又 由 于 
G + DCOU + D(C'CY D) = t, 
所 以 
(+ DCCD ODC COD = I — (I + DCCD YA, 
于 是 有 


(COCU + DCC CDINDCO OSD 
-CCD — (I + осу. 
молқы Ж, 


= $63 * 


9» = (СС + D'D)> сҮ + D'Z) 
= [OOD + DCCD D) 
x (C'CX--(C'Y + DZ) 
= 8 — (CCD U + DCCD DG 
+ (COD + рес 
= + (COD + DCCD YZ — рд) 
А Ө + 49, (4.13) 
(4.13) 式 的 统计 意义 是 十 分 明显 的 ， 它 告诉 我 们 只 用 资料 Y 来 佑 
нен, 所 得 的 佑 计量 是 6, 如 果 添 加 了 资料 Z 之 后 , 对 原来 的 估 
计 总 应 该 修正 ,所 需要 修正 的 项 就 是 49. ШНЛЕ( 4.13) АӨ 的 
表示 式 中 ,明显 地 看 出 АӨ Ж 2 一 рө 的 线性 函数 , DO 是 依赖 于 
资料 了 对 座 加 试验 所 作出 的 预报 值 ，Z 是 试验 的 实测 值 。 如 果实 
测 慢 与 预报 值 完 全 一 至 E] Z— DÀ = 0, HURR AHE S 
很 好 , ННЕЕМ АӨ = О, 一般 说 来 , 这 种 情形 几乎 是 不 可 能 出 
MJ, 因此 (4.13) 式 中 АӨ 就 反映 了 由 资料 阵 Z 所 带 来 和 的 关于 参 
数 @@ 的 新 的 讯息 :我 们 简称 它 为 新 息 ”. 
此 时 残 积 阵 也 发 生 了 变化 ,运用 上 面 的 公式 ,经 过 计算 就 可 以 


得 到 . 
(У%29 C 8”) = Y' CÓ 
+ т'с(с'сузр' (1 + ю(с'сулр”у?"С® — Dó) 
+ Z'D8+Z'D(C'C)D'(1—D(cC'C)y-:D'y-(Z— DS) 
= Y'C + 0'D'(I + DLC OD CZ — рд) 
+ Z'Z — Z'(1 + сир — рө). 
因此 
O, =О-+(72—18у(1+ D(C'C)-'D')-:( Z — D6). 


(4.14) 
畦 别 地 , 当 m=], Z = =, D = 4 时 ,就 看 


|9. = + O HLCA C a — 48), 
Da = Ot id Ca (а —6'4)(а — ӨЗУ. 
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(4.14) 式 通常 称 为 增长 记忆 的 递 推 公式 ， 它 表明 了 每 一 次 增添 新 
的 资料 后 , 原 有 的 资料 均 保留 使 用 。 它 的 优点 是 递 推 公式 中 只 用 
到 以 前 资料 的 《CC 六 16, О, 原始 资料 沟 不 需 保存 ， 这 一 点 
在 使 用 电子 计算 机 计算 时 是 很 方便 的 . 

另 一 种 也 和 是 常用 的 公式 ,就 称 为 限定 记忆 的 递 推 公式 . 例如 
试验 资料 是 依 时 间 先 后 的 顺序 排列 的 ， 如 果 最 新 的 一 个 资料 深入 
了 :就 要 剔除 一 个 最 早 的 资料 ， 然 后 再 算 相应 的 @， 也 就 是 说 , 它 
始终 是 用 最 近 的 = 个 样品 来 估计 Ө 和 9.。 这些 也 有 一 个 递 推 公 
Ж. 我 们 把 《4.1) 中 的 第 一 行 男 写 ,将 (4.1) 式 改 写成 


уш Cu, ya Y! 
E = Ө, Y = Ы 
G-E e a 
УЖ, НИНЕ И. 
于 是 增添 资料 yato Cintos BRE уш» Co 后 的 模型 时 


У C 
(7-9 
Учи Соны 


(^^ ) hana, ни у. 


Fiati) 


(4.16) 


我 们 还 用 Ө, о 分 别 表示 (4.1) СИП (4.15)) 相应 的 估计 量 与 残 
Е.Н Ө, O, ДЖЕЯ (4.16) НИНУ ЕЖЕ, MA 
м Саз 
(яас- (o) 
8, = (Сб + бобы (С^ Үлү + C. ryan) 
= (СС + СЫ Cu — СС) Сау + Сорур) 
HT 


《CC + Соу Саса = (OC + Сау Сана 


+56 © + Cum in) Сос СС” СУС, у Скар) 
让 一 CC С + Cint Ciam) Са 


(4.17) 
саға" CY — Саул» 
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因此 记 ca (< ) 后 


ist) 


6, — | саса" + 


(Сыбы) CnC Cun) | 
1- ССС) Са 

x (СУ — Саур + Сезу + (4.18) 
而 用 (CC Coan CCC 

(Сысы) 一 (GCC 六 一 i ee Cam | 
(4.19) 
ЖЖ (Chla) РЕНН (4.18), (4.19), 就 得 6, 的 男 定 记忆 的 
BEAR. M (4.18) ДИ, м 
CCncCn Ca = 1 

时 , (4.18) 就 不 成 立 , 在 实际 工作 中 一 般 是 不 会 遇 到 的 ,关于 这 方 
面 的 进一步 讨论 ， 和 将 与 计算 方法 有 较 多 的 关系 ， 超 出 了 本 书 的 范 
图 ， 在 限定 记忆 的 公式 中 除了 要 保留 (С СУ" ВЕШ, ЕТЕШ 
过 去 与 CC 阵 有 关 的 原始 资料 与 相应 的 试验 值 , 实际 上 它 所 需要 
， 的 贮存 县 反而 比 增长 记忆 的 公式 要 多 ， 这 些 在 实际 使 用 时 是 需要 
注意 的 . . 

Ж БАЕДЫ Н E ET PR ik ЕНА, E fE abae 
Қ-н НЕҢ ЖЫ. Ежова 
到 ,逐步 回归 。 ЖШ йи ЕН РПН ЫНА о, 添加 指标 
АРАНЫ, ХР ЕНИ ЫТЫ КЕЗ [E] А BJ EB ie; 
Е. 在 本 章 的 $6 还 讨论 一 些 设计 间 题 ， 这 些 讨 论 与 本 节 的 内 
容 也 是 有 关 的 . 


55. 王 态 线性 模型 的 假设 检验 


现在 考虑 正 态 钱 性 寞 型 ， 
| 7 С, ‚8, 


УМН, НЕ: У, EKSH. G.D 
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以 下 不 作 声明 时 ,本 节 均 在 (5.1) 的 假定 下 进行 讨论 ， 这 一 节 讨 论 
-的 中 心 问 题 是 如 何 检验 假 惕 


Ны А, 49, ‚В, 一 K М (5.2) 
ЕҢЕП Et W zh ES Л. 


51 线性 模型 的 法 式 ”从 第 一 章 11 知道 ,对 任 从 的 矩阵 C 
存在 正 交 阵 了 ， 非 奇异 阵 使 


ГСР- (7 о). 其 中 = гб. (53) 


- 我 们 又 知道 (第 二 章 $5 公式 (5.29)) 令 = 一 PY 后 , 当 了 是 正 
变 阵 时 ， 这 个 变换 不 会 改变 Y 各 行 的 独立 性 ,也 即 令 Z = ГҮ Ji, 
ZzZ 的 各 行 独立 ， 同 协 差 阵 了 7， 并 且 运 是 正 态 分 布 。 因 此 ,对 《5.1) 
УЕ: 
Z = ГҮ, H = р", 
r, P J (5.3) АР, ДИ 


I, 9 1 , 
Е (2) — горн A ( ) ; 
mx pP O о 12 kr (5.4) 


Z 的 各 行 独立 , 同 协 差 阵 P， 正 态 分 布 . 
РЕ (5.4) 也 可 写成 : 


E) = (o)... (5.4) 
Z 的 各 行 独立 ; 同 协 差 阵 У, EBD, 
(5.4) RA GLI 的 法 式 ， 洗 Z 相应 分 块 , 记 | 


Жу" 
2- (2) , 
ЕҢ 52.89258 ИЗЕН ЖУО Н: 


ñ, == Zis 
.5 
(6 = 232.. G 2 


ER (52). 下面 将 进一步 证 明 , 对 《5.1) 检验 
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(5.2) 的 问题 , 绝 可 化 为 《5.4) 模型 中 相应 的 问题 ,因此 ,我 们 只 需 
讨论 读 式 的 线性 假设 的 检验 问题 . 

”和 定理 51 模型 45.1) 的 任 一 可 佑 函数 o = п 49-5 (5,400 
的 可 佑 函数 ,反之 亦 真神 型 【5.1 与 (5.4) 对 同一 可 估 参 数 给 出 
的 Ganss-Wiapxoa 估计 量 是 相同 的 ， 并 且 《5.17 5 (5.4) 相应 残 积 
HHS. 

证 明 о-и A'@ (51) 的 可 估 参 数 , А 2 Ж (5.1) 
相应 的 Сацѕѕ- Марков 信 计 ,表示 (5.1) 相 应 的 残 积 阵 . 
E @ = PH, FE o = tr АРН. БН pe = = 40545510 
f< aB БС = А 


<> B № p''T Cp = ЖР 
+ 1, о + 
— s! 使 ВГ ( ) = AP 
оо 


<= р = tr РЫНЫҢ, 


这 就 证 明了 两 个 模型 相应 的 可 佑 参数 是 相同 的 ， 
我 们 用 Aas О, 分 别 表示 可 佑 参数 在 (5.47 ЖЕНЕН р Gauss- 
Марков 估计 及 相应 的 残 积 阵 ， 现 在 只 要 证 明 р = pgs Q = 0. 


由 于 TCP (7 ©), REX Ces mn 


с (т 2) ГОР, С = TC, PT 
ж о о 3 * 3 


于 是 
Ө-СССУСҮ 

= ( (TCP C Pay] (Tc PO YY 

= (PCCP C ҮР CTY. 
Г ХЕ CRES 8 0781), P~, О" 存在 时 ， 
D- = О(РООУР, EE 

(PDO) = 9DF”, 

TE 
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8 = P(C, Cy) РР CTY 
= PCC, СГУ 
=P. CC СУЛ 
= РИ, 
ЕҢ 8 = 9 = u А Й, 
注意 到 了 PC = С.Р, A Z (ГС) = A CP = C Ca) 
于 是 se(T C) 上 的 投影 阵 与 A (Ce) 上 的 投影 阵 扯 等 , 即 有 
Ссс CE = PCCOTTCY C'U 
-“гс(ссу-ст”, 
于 是 
О. = "Е — CLCC a) Che 
= YPU = гес ECCT TY 
= Y с(с'су-с'уу 
. = 0. 
这 就 证 明了 定理 5.1 + 
利用 可 估 的 充 要 条 件 ， 就 知道 p = u DH 可 估 => 3 Ев 


Ін О 

г’ ( т ) = D. = 

Е = (өз ғ а (ғу ‚Үр 一 (0 Pu) 
Fa Ғш Ë: -f Da Dx 


于 是 


因此 
p = tr D'H ЕН <=> e 
‚ЕМ © Fa оқ /HN 
一 上 人 ) B = = ( " 30), 
Е. О Ец ОЈ М 
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也 即 一 Р Fh, ө 一 定 是 起 的 线性 函数 ， 这 样 ， 我 们 就 全 部 


天 清楚 了 模型 (5.1) 与 (5.4) 的 关系 , 《5.4) 把 C5.1) 中 不 可 全 的 部 
分 都 消去 了 ,只 剩 下 可 拓 部 份 , 因 此 无 论 从 形式 上 还 是 方法 上 都 可 
以 更 简洁 了 . 
МАЙЯ (5,4) 的 条 件 及 公式 GS) 立即 就 有 
定理 5.2 在 (5.4) 的 假定 下 : 
G) ñ, 六 从 正 态 分 布 ; 
Сі) Q~ Wola — +, УҘ); f (5.6) 
(ВОЙ, 与 9 独立 . 
52 线性 假设 (法 式 》 现在 对 线性 模型 的 证 式 (5.4) 来 考虑 线 
性 假设 的 检验 ， | 
(1) 检验 Ни а Ат В. 
此 时 可 假定 AH = В 是 相 容 的 ， 否 则 Ho ЛЕНЕ by ГАГ] 
断 它 一 定 不 成 立 。 由 于 随机 向 量 减 去 一 个 常数 向 量 后 不 改变 它 的 
йж РЕ, АГ 
Z, — А*В H, 一 AtB 
Е( 2, ) 7 ( G ) 
(% — 4+ В 
! 2, 


(52) 
) 的 各 行 独立 , 同 协 差 阵 V, ESAM 


RE (5.4), 作为 我 们 的 初始 假定 。 注意 到 4+4 的 特征 根 非 零 划 
1, Нола = tk A, Я rk A 一 1 时 ,就 有 正 交 阵 T 合 


о о 
TAAI = ( ), 
о l 


а-ға = (> 2). (5.8) 


t, = ГС, — AB), 
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则 Е(0.) = ГЕ(2,- А*В) = ГСН, — A+B) 
| = Ги" — A'B) 
+ Г(Р— AtAXB, — A+B), 
AF (5,8), Фа = РСН, — AtB) 后 ,就 有 
ЕСИ) TAAT’ н + TO — А+А)Г'ы 
оо мш ОУ 
-(6 и} = + (© о) = 
、 YY 
а= (0) o 就 有 | 
EW.) = (®\, 
(и, (£) 
Up 
Bi $U, 22, Us = (1) , U' = (UU DD, WE 
z { 
ү ну) е-і 
E(U) = E Ë == | ! 
Uy үле” (5.9) 
U ал, ВИЗ V. Е. 


又 因为 
АН“ B <> H = ATB + (1 — ла, ЯН, 
<> H, — ATB = (1 — АҒАН, я НЕ 
=> Гы = (1— Ад АЕ, я EH 
>At а = 0 
<> п: == 0, 
БА (ЗА) Ы Н AH = B, НР (5.9) ВЮ 
it Ни ваз” 0, 
ВН, {ПЫ ДЖ ERRA (5.9) 讨论 Нор: 0 НЕЗ 
问题 . (5.9) 的 第 一 式 可 写成 
Ју ір О\ гв 
Е 加 一 ТЫ (5.10) 
l \o о | 
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我 们 用 伺 然 比 及 广义 相关 系数 来 导出 有 关 的 统计 最. 和 以 前 一 
Е. Оо № Он, ЖӘН МАЈЕ. | 
#4 (5.9) 成 立时 ， 


A 


- 5) 


-a —š sb 
24 з 


L yy, 
п 


当 Но 成立 时， 
1 


пах (0) 一 (у 15 (ULU, + UU,) 


—п 一 此 sP 


РН: ПА 
== тах max (Iv! } 
4 A LOU) max, LU) ( Шы, + UsU,| Ж 
E БИЖ 
27307,1 `. = 1921 511 
(UU: + 050, | [Ов + (Он, — 9231 (1) 
是 等 价 的 。 很 明显 , 用 第 三 章 的 定理 3.4 就 知道 Ho 成 立时 (5.11》 
AHE Apon — r, D. Я А(р, а, т) ВУ АГА ТЕ 
验 . 这 是 从 似 然 比 导出 的 统计 量 。 下 看 从 广义 相关 系数 来 导出 其 
他 的 统计 量 . 
我 们 把 (5.10) PREP 
Im; О 
Ë 1 AW X} 
O о: 
ЖЕЛІН Yis 44" Tels Желі 7773 Жү 所 取 的 值 ,于 是 
L, Ga) == XU — КИИ ух 
О 
| = Íj 
о 


о о о \ 


о о L— 


„372. 


L, ӘУ" ОСІ — WWW SWO 


о о о U; 
таво [о n o (4 
о о U 


了 一 | 
= UU + UUs 
Г.(о) = UU — W(W'W YWA 


о о о о 
一 《TID3) | о | J 
о о ло 


1. 
= (7, 
因此 
uasi =” Ро) „(Е (oO Le ee) 
== (ULU, + UU УЧЫ, Ы, 
= (ШШ, + UUU U, = 
= Qa Он, 一 02). 
іп кə 的 全 部 非 过 特征 要 为 д 22 4, 22 А, > --- >> 2, > 0, 
则 1 — Аэ i=l, 2, “77% 5 就 是 1 一 M uie: 的 非 1 特征 根 ， ШЖ 
Bi бә „БЕШТ и 5 х—4 的 相关 的 情况 , 则 了 一 М, аа 
的 非 革 特征 报 1 一 2 rrr 1 — 1, АБЫ Y z — ü 5 z — + ЖАН 
美的 情况 ,下 面 分 别 就 五 种 广义 相关 系数 来 逐个 进行 讨论 . 
G) нез. ERA Сл, + Оу, 的 全 部 非 0 特征 根 
的 乘积 , 当 [UU] = 0 时 , 它 就 是 
12:0, | 
Ш, + уш” 
它 的 分 布 在 ЕН Е Apl e — r) 


шЕН П (1 一 4;)， 即 考虑 : 
ізі 


Ji — (иш, + алыуы = UU, + учи, 
"|І | + VU], СОШ, жө), 
它 就 是 似 然 比 导出 的 统计 量 。 


* 373 + 


Со 29. шын (ОШ, + VUD UU, 的 全 部 等 征 根 之 
和 ,如 R? = ш (UU; + бо, ГАН 
R? _ tr (И, + ЧУН, 
1—82 s+ UUD UU" 
淹 虑 不 和 相关 的 情形 ,用 tC — (UU, + Оу), Р ЕЕ 
В? 是 等 价 的 . 当 UU, ЖАН, Иа (U;U, + ИУ. 

Gü) 用 өз, ҚЫН СО + UUS UU RARER E 
1 — (007, + UU UU МЕНЕН ІМ, 有 逆 时 ,后 
者 就 是 UU, + Dis， 的 最 小 特征 根 ， 这 是 Rao pp 
(1965, 1973) 上 推荐 的 统计 量 . 

GV Ноў, EREA (UU: + UUD UU, 的 最 小 非 零 特征 
根 , 当 0:07, ЖЕШ e tT A (0:0, + О) Ч, 的 最 大 非 1 
ЖИЕН, 

СӘ Но, CREMA и СОС, + О, 的 倒数 ， 当 
иу, НН ЕЕ ЕР < СОЛ), 考 感 不 相关 的 情形 , 就 
ЫҢ СР — 0.01050, + U;U,ytU;yt, 当 Us0， ЖҮЙӨ, ЕР 
шал Da 这 也 就 是 常见 的 Kullback 用 信息 量 导 出 的 统计 量 ， 

比较 这 些 统 计量 的 好 坏 , 导 找 一 个 最 优 的 检验 方法 ， 这 是 窗 
元 分 析 中 至 今 疝 未 解决 的 一 个 重要 的 课题 . 

(а) 检验 нь; 4H18 一 D， 此 时 也 可 假定 方程 AH,B = D 是 
Жан. 25.8 (5.4) 


602) = (4%, 
Z PUS тА, НИЕ РЕ У, Е, 
引出 的 模型 , 令 吕 一 Z B, 则 按 列 向 量 写 出 时 
U --2В -(в 91)2, 


于 是 F(U) (в ру (2) (B @ 73 
= (B' @ D(V ГВ) 
= P'VB5 @ 1, 


(5.12) 
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因此 变换 后 U 的 各 行 仍然 独立 ;但 协 差 阵 变 成 BE 因此 
Н.В E . 
o Jelo) (5.13) 
ZB ATi ИЕ ВУВ, ЕЖ. 
对 模型 (5.13), 相当 于 假设 Н: AH IB = D 就 是 
Ны 4а = D, (5.14) 
这 是 上 面 讨 论 过 前 问题 .因此 只 消 对 (5.13) № (5.14) 算出 相应 的 
Оо Ж Он» 我 们 就 可 以 使 用 С) rH ЕНЕ ЖЕДІ ШЕ. 
5.3 线性 假设 〈 一 般 模型 ) 现在 利用 5.2 中 法 式 模型 的 结果 
来 导出 检验 一 般 模 型 中 线性 假设 的 统计 量 ， 海 虑 模型 (5.1) 
{299 = СӘ, rk C — r, 
Y 的 各 行 独立 , 同 协 差 降下， 正 楚 分 布 ， 
的 线性 假设 Ho; AOB = р, 2 
Z=YB, x= ӨВ, 


Е(2Ву = 


对 Z 就 有 
po = COB = Cp, kC = r, 
Z BATTIA АЗЕ В”УВ, Е. 
` Не: 908 = D, 对 模型 (5.15) ак 
Ны Ap = D. (5.16) 
显然 (5.16) 相应 的 方程 是 有 解 的 , и = 4+D + (1 — A ADH, М 
据 5.2 中 的 方法 ,代替 模型 (5.15)， 考 虑 模型 
{202 — СА+р) = С(ы — АЗЫ), rk C = ғ 
2- CATD 的 各 行 独 立 , 同 协 差 阵 BVB, Е. 
(5.17)) 


(5.15) 


xf (5.17), 就 是 要 检验 
Но: Аби — А+р) — О. (5.18) 
AE, ЯЯ (517) 计算 02, Ж (5.18) 计算 相应 的 Ono ЖШ 
О É Он, 一 Qas 就 可 以 用 各 各 检验 法 进行 答 验 ， 
ж 
Qa = (Z — сА*БУа — C(CCYCXZ — СА+р), 
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又 由 本 章 公式 《2z.107 知道 , 当 记 РЯ = 1 — АЗАН, 

Оа,(2--САЗРУС(1--СРА(ВЕС"СРА) РАСОС2--С АЗ). 
于 是 由 Ов 及 Он, 一 Оо 的 表达 式 就 可 进行 检验 ,用 原始 资料 了 来 
号 时 ,就 得 到 

Оо--“СҮВ--САЗБУ(І- CG(('CY-C'(YHB — САТР), 

Он = (ҮВ--САЗЫУ(І — CPPCC CPA PC 2 
x (YB — CAD). 

注意 到 Оо KREME ZU — С(С'С)-С')2, TERY 表示 时 ， 
也 就 是 


9» = (YBY(I — ссс'су-с' уу В. 
这 样 , 全 部 О, — Oa 及 0. 均 可 用 已 知 的 资料 寄 示 , 然后 利用 
0:02 的 韭 零 特征 很 来 进行 检验 . 
ИДУ А КЕ, НЕКИХ 
Я. ` 
Я5Л МЯу/,а-1,2,-:-,ө,. i= 1, 2... А УЕ 
ВЕЖА Мир y) 的 п; 个 +a еза 


Ho: на = рае “есер, (5.19) 
是 否 成 立 。 
yi” | 
15 Y, = : » £ =1,2, +5 бэ 
түзі өл 
. ү; 
Y 一 | : |， n = т я ‘Ри, 

mx p ` 

于 是 有 


1 0-::0 ні 
ze) beo | |a ce 
. o o-i РЯ 
УЕ ЕЖУ, МАЕ БЕ V. 
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此 时 相应 的 ,中 的 


1 -і 0::-0 
1 0 0-----1 
D = 0, 
容易 计算 得 到 
Bo 一 了 (一 CC) COY 
5. 
— YY 一 Хай. 
іші 
PX ЖА 


, т © ñ m 
СС с) — `. 3 CY |=|: _ |ә 
О а паук 


=Y, 4-1,2,.--4, 


当 Ho 成 立时 , (5.20) 模型 就 变 为 

{С = 1 = | 
УИ ЕЕ РЕ И. | 

НЫ Оһ = УС — IT) Y = YY — ау, 


其 中 у= 
因此 


其 中 


(5.21) 


Y'1, 


з1- 


x 


к 
Он, — Qa ҮҮ — n37 — [YY — Софи) 
#51 


k 
= > туу; -- пуу 
ӛзі 
k 


- > n (y, — УО — yy, 
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тЫ. ЖЕН [Н]: АЕ ВУ В, Qu, НАЯ, В 
жж, АНЕ Ho 的 各 种 绕 计 量 均 为 W-' B 的 非 零 特征 根 
НЕ. 

现在 来 写 出 它 的 统计 量 : 

G) НИВ | = 181/AIW|, 它 就 是 ACp; k — 1, 3 — 4). 

Gi) 使 用 羽 然 比 , 即 使 用 


u= 1 — |01 
ІІ + Оо (Qu, — 0221 ТИЛИ 
a |B +W] 
ші” 


TE АСр» п — k, А — 1). 
(ш) 使 用 руу 相应 的 统计 量 , 即 用 
tr WB 
КИІЗІН — и В” 
Gv) ЯН WOB 的 最 大 的 特征 根 ， 
C) 合用 WTB 的 最 小 非 零 特征 根 . 
WR А = 2， 此 时 
В = Он, — Оо = mC — СОЯ — УУ 
+ Жет -- УЖ: 一 уу 


一 "5 Сл 一 РМЕТ - у» 
т + я 


EEs 
tt WB = ИИ ии, ОН — Я 
ni + n; 


一 "з (y, — y, W (y, — 9). 
т + ña 


很 明显 ,注意 到 殉 就 是 样本 协 差 阵 乘 以 常数 m + n — 2, TER 


得 

. Ст я: 一 2) tr WE == ТІ 

жы, WB 的 非 零 特征 根 只 有 一 个 ;不论 是 哪 一 个 统计 量 、 相应 
的 都 是 T?, 这 和 我 们 在 第 三 章 中 看 到 的 情况 是 一 致 的 。 
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56. 试验 设计 


有 了 线性 模 挛 的 一 般 理 论 后 ,就 可 以 进入 步 讨 论 设 计 问 题 ,在 
线性 模型 中 ,参数 阜 阵 日 是 有 客观 的 实际 意义 的 ,常数 矩阵 C 是 可 
以 选取 的 , 选 定 了 一 个 行 向 县 cy， 能 做 的 试验 就 是 关于 соё 的 
试验 ,试验 结果 是 уу» 基 此 实际 上 可 以 写成 

ya — соб + en і-1,2,»:%,л, 
= 就 是 试验 误差 ,各 次 试验 是 相互 独立 的 ， 试 验 误 差 又 是 六 从 和 
同 的 规律 的 ;因此 Ба)» 575» tm) 是 独立 同 分 布 , 期 望 值 为 零 的 随 宙 
向 量 ， 槛 估计 的 未 知 参 数 或 地 检验 的 未 知 参数 ， 一 般 都 是 日 的 线 
性 函数 万 B)7， 而 且 是 在 做 试验 之 前 已 经 明确 的 。 М, 人 们 是 通 
过 进行 试验 ,取得 观测 值 ғо. із 1, 2, 0-9, m НИЕ 
КӨ). ПРО со E КӨ) ААЛА ША РЕР ОХ, 
是 试验 设计 的 中 心 问题 .我 们 考虑 试验 次 数 n ДЗЕН, ИАН С 
的 问题 , © 就 称 为 试验 的 设计 阵 . 
选 定 了 设计 降 С, 得 观测 值 Y, 于 是 
E0 — се, 
Y AAi. ВЕРЕ У. 


НЫ, ОНР ө 可 估 时 ，P (tr 4'ó) 55 (c'c>* 有 
3, C'C 是 5 的 列 向 量 的 内 积 阵 ， 人 们 可 以 选取 的 是 С 的 行 向 量 
саз» 因此 可 以 看 出 试验 设计 中 的 主要 问题 是 如 何在 指定 的 范围 内 
选取 C 的 行 向 量 ， 而 使 得 C 的 列 向 量具 有 某 些 “优良 * 的 性 质 ， 下 
面 我 们 闲 因 子 试验 和 区 弓 试 验 作为 例子 玉 说 明 这 一 点 . 

#161 AFRE. i 

线性 模型 中 一 个 重要 的 特例 就 是 因子 试验 .假定 有 A 个 因子 ， 
第 i 个 因子 的 水 平 数 是 m 1, 2, 5С, 考察 ? 个 指标 、 于 是 
第 i 个 因子 第 了 个 水 平 对 .个 指 午 的 效应 是 一 个 px 1 的 商量 ， 
389 G, 00167 а hhk № 
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felis 1Y 
f шк “Чч, 2y > 


ht; 
дир 
+ гс, иу 
и. 就 是 第 上 个 因子 相应 的 获 应 矩阵 ， 外 于 歼 应 之 和 必须 是 0， 即 


Уш) 04-1, 2, .-:, k, 因而 矩阵 a; 就 有 性 质 : 


іті 
1,9, i=l, Z, teak, 

考虑 s R” Жа ИЛАН CATERER 2, Ж 

平 , 测 得 ? 个 指标 的 试验 结果 是 ya, tto yas F 
уә) — (yas “с; Ув > 
МАТАНЫ. АВ | 
Ey) = ga + ніва) + >“ + pko аш» 
am j, 2, п. 

Ep a Е-?рхіншіе. 为 了 机 把 ЕСуа) 写成 н, КЕДЕ 
ЖЕТЕН ПАНЫ А-ны. Ф 
= f WG. Zj іс-1,2,--,% 

== ],2, °з, Пп, 

х 就 表示 第 a 次 试验 中 第 i 个 因子 出 现 的 水 平 数 是 那 一 个 ,如 果 
Ж © 次 试验 中 ， 第 i 个 因子 的 水 平 数 是 j, Вр ow 一 j, а} 就 是 1, 
否则 , 即 вы 关 j, хы 就 是 0 。 于 是 矩阵 ` 

X, (x) i= 2， 


了 明确 地 表示 了 = 次 试验 由， 每 一 次 试验 各 个 因子 水 平 的 组 合 是 什 
么 ,我 们 把 

X = (XXX 
称 为 这 次 试验 所 来 用 的 设计 阵 ， 令 


j уа? 
Y 一 : x 
У 
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则 有 
EC(Y) = (1 х) 


Fk 
aa (4). 


Ym rtta Y ЖЛЕ Ж, [МАЕ У АО, 因此 , НП ЛЕ 
模型 ， 矩阵 X 就 是 因子 试验 相应 的 设计 阵 , 椒 难看 出 ,设计 阵 X 具 
有 下 列 特 性: 

Ci》 六 中 的 元 素 非 0 即 1; 

Gi) X; 1,, 一 1., £= 1,2, " А» 即 每 一 次 试验 中 ， 每 一 个 
因子 必须 向 且 只 能 出 现 某 一 水 平 ， 


ri 

Ga) X; 1, = | E 2, +++,» fi 是 # 次 试验 中 第 3 

| бі | 

个 因子 第 了 水 平 出 现 的 次 数 ,很 上 明显, бл» < n, +, ХЕ ЯЗ; 
(iv) XX; 2 第 二 个 因子 

第 水 平和 第 у 个 因子 第 #8 水平 在 全 部 # 次 坛 验 中 同时 出 现 的 次 

0, ЛИ ЯН, Л, 一 САР) ЖЖ, ЕЖУ; 

个 因子 和 第 了 个 因子 水 乎 组 合 的 情况 , 特 踢 地 有 


Тұң 

丙 子 试验 所 要 应 的 线性 模型 : 它 的 参数 是 受 约 束 的 . 

将 约束 条 件 的 系数 矩阵 4 号 出 ,得 
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^ 


о 0 0-0 но 
0 1 0---0 1 
оо 1-0 ва |==0, 
0 о oer ГА 
ТЕ k 
因此 
0 0.0 
a= 1070 j 
0 0-…I 
0 0---0 
At = Ü 321... 0 
51 
. + М > 
о 0...1 
s 
1 0 -0 
0 1-1 7...-0 
$ 
Р = T — Ata = 4 . 
0 o -4-4) 


注意 到 X; lL; = 1, ЛІ 


(һ--л x = x: — 
$; 


因而 就 有 (此 时 C = G x;- 


1 


CPi == (1 X.: KL) 
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Lir g x lir, 
5; Ji 


Ka) 
о 


1-1) 


- (а X Ep х a). 
51 Jk 


很 明显 , rk СР — rk С, 因此 :可 以 用 定理 2.4， 于 是 点 应 满足 
„йб = Leys 
”相应 的 残 差 阵 还 是 工 ,, (1 X). 4 
L,,(1 X) — L,, — ГР 
= Lyy — Lyf 
= Ly — ñL., 
= L,, — Ей, 


HT 


-(4(4-20») 


记 Ly (1- ЕЛ, RA 


N . 
L, 一 L, (1 X) + > & L ;ñi. (6.1) 


ú, ізі 
(61) 就 是 一 般 情 况 下 ， 因 子 试验 的 平方 和 分 解 公式 ， 工 ,,(1 x) 
à , 
МНР", Уау 就 相当 于 “因子 效 谈 所 相应 


的 平方 和 ”, Ly 就 是 “总 的 平方 和 ”。 

很 自然 会 考虑 这 样 的 试验 ,就 是 “因子 效应 的 平方 和 ” 能 分 解 
为 “各 个 因 玫 所 相应 的 平方 和 ”, UREAN: ХАНА 
质 时 ， 


R қ 
> a L G У Аи, 
í. іші ізі 


% 5834 


很 容易 看 出 , 当 Г, 一 9 时 , 租 然 有 ， 
к В 


> ба; = > й... 


- = іші 
Бал 
Lu = x; (1 - 17) Xis 
一 般 说 来 , Ly о 是 不 可 能 的 .但 是 ,由 于 
ба ly 0,i = 1, Z; ..-, 6, 
НИ, НЕЕ Г, 一 a 1V, 就 有 
ñ; L; ай ll ñ; 0,7 а), 
RE ,我 们 就 得 到 一 个 有 意义 的 结论 : 
定理 2.5 在 因子 试验 中 ,只 要 设计 阵 
x- (ХХ: Xa) 
ШЕН: із),іі-1,2,---54ҒҒ 


х; (1 一 二 J) Xim a 11, у {6.2) 
WA 


k 
І, — Ly 1 X) + Хай, 


ізі . 
通常 所 用 的 正 交 设计 ， 它 相应 的 设计 阵 是 满足 上 述 条 件 
(6.2) 的 ， 洲 虑 水 平 数 为 Хаа Я 的 一 张 正 交 表 , 令 第 i 个 因子 的 
水 平 数 为 5， 相应 的 设计 阵 为 X TEF: 


O Ху, = ia із1,2,-:-, Ë, 
$; 


这 是 困 为 每 一 个 因子 各 水 平 出 现 的 次 数 是 相同 的 ,一 共 做 了 = 次 ， 
HER : 个 因子 每 个 水 平 出 现 的 次 数 都 是 一; 1,2,+--,%; 


GD Xx, — ТАР, ізі, 一 2 
45; ' 
АНЕ А О АРЕН 2 А, 
ні 个 因 了 于 和 第 了 个 因子 的 水 平 组 台 有 ug XH, 因此 每 一 对 冰 平 
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组 合 出 现 的 次 数 都 是 -一 > НИИ 27. 


因此 , 正 交 设计 中 不 仅 是 
ñ L Á ñ; = О гај, 71, 2, ++, Ё, 


而 县 有 
А 1 А т 1 n? 
Li х: (1 пх 21-1550 
一 一 了 一 Js 
fi 5; 
Li й (= r)a; - 2 811 д, 一 二 ñ iñis 
$; 5 ғ; 
于 是 平方 和 分 解 的 公式 斌 是 


L,, 一 Lpy (1 X) + >z 一 fifa (6.3) 


ЕТЕ ІРУ Я ВНК. 
ЗВ НЫ ЭЕ ЕЛЕ БВАЛ АТ: ,于 是 可 以 检验 


Ны pi 0, r= 1, 2, "" À (6.4) 
是 否 成 立 。 或 检验 对 某 一 个 因 于 (第 i 个 因子 》 
Ho; в; = 0 (6.5) 


ERRI. 
如 果 《5.5) 成 立 ,此 时 只 要 求 出 02-45 Он, 就 可 以 进行 检验 , 
РЕЖ ШИ, 问题 就 很 好 解决 ， 很 明显 ,此 时 


қ 


0° = L,, — >: 一 йй» (6.6) 
i i 


к 
Он н," Lyy =?» йй» (6.7) 


因此 , Он, 一 Оо = 一 AA 
如 果 采 用 似 然 比 检验 ,就 考虑 统计 是 
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k 
ңол 
уу — > 一 ñ, 


U — loj m i 
TIA х ` 
工 yy 一 > = — И; 
ізі $i 
іні 


注意 到 а, 与 0。 是 独立 的 。 因 此 当 〔65) 成 立时 是 一 个 
а (2. "уча, ь-1), жа 分 布 表 ， 就 得 相应 的 否定 
- 域 ， 如 要 检验 (6.4)， 相 应 的 似 然 比 统计 量 就 是 


k k y 
ый (6.4) RERI ERM A (р, = 一 Dst b D smk) 
іті ігі 


查 4 表 也 就 得 到 相应 的 否定 域 。 这样 就 得 到 了 多 指标 正 交 试验 的 
方差 分 析 的 方法 ， 

对 于 有 有 交互 作用 的 正 交 设计 的 分 析 ， 只 是 在 形式 上 更 加 复杂 
一 些 ， 实 质 上 的 问题 和 上 面 讨 论 的 内 容 是 相仿 和 的， 这 里 就 不 介绍 
Т. 

HE, ЖИП Е RH AE ВЕ ВЕРЕ — 737 АУН, А ВНЕ 
计 的 “ 正 交 ”的 合意 是 什么 ， 为 了 符号 简洁 一 些 , 我 们 用 一 元 的 有 形 
式 来 写 , 即 考虑 p 一 1 的 情形 . 


р (уу = С B, k C = k, 
вхі mx k АНТ (6.82 
Ру) = o 

如 果 限 定 6 阵 的 选取 范围 是 СС 一 a, (а ВИЖ, ЕЖ 
中 的 每 一 个 分 量 б,і--1,2,--,4, 的 方差 尽 可 能 小 ， 如 能 有 
一 个 设计 阵 с.» 满足 tr С.С “д, 又 使 得 С 租 应 的 8, RU 
都 达到 了 最 小 值 ， 这 样 Cw 自然 是 一 个 优良 设计 ， 现在 来 找 这 样 
的 Сь. 为 了 裘 明 上 是 祖 应 于 那 一 个 设计 降 上 的 ,我 们 用 纵 C7 来 
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ЖЕ. E (6.8) 的 假定 下 , РОСС) = о с'сул, 

83861 С (ас), ІЙ сс, < 4, МУК С)) > 
d/d, 目 等 号 成 立 <> се, = a, eye; = 0, $ >= #, 

证 明 УСС) ое (СС), эщ 420 БРКА 4—1], 
ГАС 47 的 第 Qi, 站 元 大 于 等 于 4 的 第 Gi, лю), 于 是 


VLJ) > а С’ >, 
с;с, а 


等 号 成 立 寺 > сүс; — 4, ІСССУЧ, = [CC]; 
5 сс; чай, ссу 0,1 еі,)-1,2,.-,404 

ЖЕб6І ЯШ сүс; Sd, i= 1,2, t, k: tk C = k, 
则 当 存在 C, 满足 САС, = dl 时 ,就 有 

V(Áá(C.)) = P/d, i= 1,2, ter, k. 

证 明 容易 验证 ， 当 С.С. 一 41, BF, C, 就 满足 引 理 6.1 的 
充分 条 和 件 , 因 此 У(ӨССА)) ЗГЕ ін 

可 见 满足 

СС 11, (6.9) 
ЕЕЕ С E ВЕ АО, ЛА 6.9) а, C 阵 的 各 列 是 互相 正 
ЗЕЙ РУ С ВТУ КУНО КЕ ЛЕ УЕ. 

我 们 看 一 个 二 水 平 的 因子 试验 . 如 果 有 * 个 因子 , 每 个 因子 
都 是 两 个 水 平 , 用 gys ви 分 别 表 示 第 i 个 因子 1， 2 水平 的 效应 ， 
由 于 дух = 1, 2,65, FE pa; 一 nu lAo дш = 一 pei 
此 时 试验 结果 у; 的 期 望 值 用 参数 后来 表示 时 就 是 

во} 
Е (у) = G x)| |, 
ях 1 1 141 : 
ЕЕ 
中 的 元 案 不 是 十 1 就 是 一 1. 用 CC 表示 (1 X), СИ с 
WE cici =a | ¿= 1, Z, tts 根据 定理 6.1, ТЛЕ С, и 
计 阵 使 


СҰС, = пі,» (6.10) 
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W Cx 就 是 一 个 优 训 的 设计 。 将 (6.6) АЛХ 来 表示 ,就 是 
9 Ұ 11 rx 
因此 С'С = пі, 
«->Х71--0, ХХ = 1, 

X'1 一 0 就 是 X 中 的 各 列 十 1, 一 工 出 现 的 个 数 相同 (到 1, 2 ЖР 
出 现 的 次 数 相同 ); XX 一 nl, 就 是 区 的 任意 两 列 是 正 交 的 , 注意 
到 六 中 各 列 十 1, — 工 出 现 的 个 数 相同 ,就 能 推出 和 中 每 丁 列 的 各 
种 搭配 (1, а, -1) (-1, 1),С— 1, —1)H ЖЕН НІНІ. su 
REXHO 一 1 换 成 2， 满 足 上 述 条 性 的 XX 阵 就 变 成 了 一 张 二 水 
平 的 正 交 表 . 这 样 我 们 用 定理 6.1 就 可 以 证 明 , 如 果 二 水 平 正 交 表 
看 在, 则 用 它 做 试验 的 资料 来 估计 效应 刁 ， 可 使 应 的 方差 对 每 一 
个 i 都 达到 下 界 。 这 就 证 明了 二 水 平 正 交 表 的 优良 性 。 

对 于 更 复杂 的 一 些 试验 ,水平 数 不 同 的 或 相同 的 ,交互 作用 存 
在 的 或 不 存在 的 ,也 可 采用 类 亿 的 方法 进行 讨论 ,这 些 就 可 参阅 有 
关 试 验 设 计 的 专著 ,这 里 就 不 进一步 介绍 了 ， | 

2162 区 组 试验 设 有 2 个 处 理 ，2 个 区 组 , 一共 安排 了 > 
Ай. 一 个 区 组 能 容纳 的 处 理 的 个 数 称 为 区 组 的 天 小 , 一 次 试 
验 就 是 在 某 一 区 组 内 进行 了 一 种 处 理 。 区 组 的 不 同 对 试验 结果 的 
影响 称 为 区 组 效应 ,处 理 不 同 对 试验 结果 的 影响 称 为 处 理 效 应 , 恨 
定 这 两 种 效应 是 可 加 的 ,这 就 相当 于 将 区 组 .处 理 都 看 成 因子 的 二 
因子 试验 。 现 在 引进 一 些 记号 将 它 写成 线性 模型 的 形式 ， 

< ` 
一 人” 第 “次 试验 安排 在 第 i NAM, 
“YY Lo， 第 次 试验 不 安排 在 第 i 个 区 组 ， 

== 1,2, `". n =, ---, bs 
6 一 人 ”第 “次 试验 进行 第 了 各 处理 ， 
“ 0, Жо 次 试验 不 进行 第 了 种 处 理 ， 


в = l, 237ta fis j= 1, За 


ғ 


.38%» 


Ф = (ә), ғ = (44 


"x 


бі 
k=? 1— | : ) 表明 各 区 组 的 大 小 ， 


т 
= l= | : ) RAEE ” 次 试验 中 


出 现 的 次 数 ( 重 复 独 )， 
N =m Ф, ЖИЕН ЕЕ & PC 


组 的 情况 。 
容易 看 出 


i=}, 91-1 
将 区 组 效应 用 poy，……-， Во 来 表示 ,处 理 效 应 用 Го ft 来 
жетіп 

в’ = (fut йд, r= Ста” ә) 
后 ,8 是 5 X p 的 阵 , r 是 vx p 的 阵 ,于 是 有 
: #l=0, “І-0. 

设 第 & 次 试验 是 进行 第 i 种 外 理 , 安排 在 第 i 个 区 组 ,得 到 的 观测 
{Арх й уы.» 于 是 

EÇ yian) = # + v; + pjs 
Уаз 777» уә E ADEF. 记 了 了 = (ya +++, уо), МІН 
RERU 
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Ф1-1,ТІ--і,/71-0, r'1=— 0, 
Y 的 各 行 独立 ,局 协 差 阵 了 。 
方程 ,就 是 


1 AA r 

b (1 Фу О == B у, 

у", Ё. p’. 

a K r д ГУ 

t D, НЫ | (6.12) 
r N В,” NË: гү, 


IRH A, В, ЗАҚ, RERA ГА АЖЕ ИШЕНЕ — 
заны, Уже 
4% ™ 0, F= 1,2, +++, 6; = 1,2,>-», г» 
于 是 ри, D 均 存 在 ,利用 第 一 章 的 公式 (8.4), 选取 最 简单 形式 
п ғ . . _ 


Ë D; : ы „(© °) 


в . 
Есу) = (1 Ф т) | 中 
т (6.11) 
а . 


r м: D, 


+ (му) > (- ! (9) ог”), (6.13) 
“之 ”表示 右 端 是 左 端 的 一 部 份 ,其 中 
р- а 5.) -(,) Dr м) 


(" = "Оре K — рам ) 
к= М Ру D, — N'D NU 


注意 到 rDrr =r l= умел. ND = N 1= 4, 


#=1 
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于 是 p=(° 91) 
И | (o р„,—-М' ргы?” 


D-2 (° ° -). 


о (D, — N'DrtN) 
ЖА (6.13), 得 


a AA 
r N D 


, 
р- 一 D- ( ) ра 
N 


-Dlr ND 了 Pr 二 Dr омур C) рр 


(l° 


о о о. 
о С,-моры” (р, — 'DP'NY N Dr: 
° 
== * ж 


о =рам(рь м0 му рур ғ N)D- (г. ) рл 


因此 , 当 设 计 使 tr АРАНЫН, Я АА, (2.3), 


п & "үүө 
Р«АЙУ-ч(СО А’ ot Р, “| a) F 
r N D. „О 
= tr A"(D, — N'D7'NY AV 
= rr (D, — ND NI АТИ’, 
БІ, RRA 当 设 计 使 tt Ar 可 佑 时 ， 就 有 V (и АҒ) = 
tr (D, — NDEN YAVA, 
ханла жа)», КАТЕ НЕ Tr E 
Жа(р,--МЫБЫМУУАРУА М и(р,- МррМУУу АРА 都 尽 可 
能 更 小 ,这 就 是 多 元 区 组 设计 讨论 的 问题 ， 
现在 看 一 个 特殊 情形 。 如 果 
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Ф1--41, 471--,1, ММ = rl + АС} Б), (6.14) 
即 和 名 区 组 大 小 均 为 万, 各 处 理 重复 数 均 为 +, 各 处 理 对 在 同一 区 组 
内 的 次 数 一 一 相 过 数 均 汐 4， 这 就 是 通常 所 说 的 8.7, B. ЖИ» 
周平 衡 不 完全 区 组 设计 ， 此 时 Б,--:1,, D, = k1,s 
Ауу (г. мм 
(р,-морму ( L = мм ) 


1 1 一 
= (r 一 全 一 1 二 二 二 
= ilk 1) + 221 + 3271” 
СЕБЕТІН 
А 1 р—_м— +1 
rk —1)+14 14 д0 (е0 О), 


注意 到 对 В, 1. B. 的 参数 有 r+ (k 1) = Ао — 1), ЕШ 
бА — D) + ¿= Ао, 


TES I 
-NDIN y «„ AfL N 
于 是 | 
и (D, — NDP N ДУ д” = Ž (1-2 _ 1 -7) АТИ’. (6.15) 


从 这 个 (6.157 出 发 ， аяшы вин, РЖ 
此 进一步 讨论 了 ， 
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лаж ББЗ 


Ез ыт ЕНЕ ЫНЫ МЫЗ ТЫ, УН 
是 大 类 认识 世界 的 基础 科学 ,在 百 者 的 分 类 学 中 ,人 们 主要 靠 径 验 
和 专业 知识 ,很 少 和 用 数学 。 随 着 生产 技术 和 科学 的 发 展 ,分 类 越 
来 越 细 ,以 至 有 用 光 任 经 验 和 专业 知识 还 不 能 进行 确切 分 类 ,于 是 
数学 这 个 有 月 的 工具 逐渐 被 引进 到 分 类 学 中 ,形成 了 数值 分 类 学 
[34], [35]; [36] 是 这 方面 的 代表 作 . 近 十 斤 年 来 ， 数 理 统 计 的 
多 元 分 析 方 靶 有 了 迅速 的 发 展 ， 多 元 分 析 的 技术 自然 被 引进 到 分 
类 学 中 ， 于 是 从 数值 分 类 学 中 逐渐 的 分 离 出 聚 类 分 析 这 个 新 的 分 
玄 。 和 和 宅 元 分 析 其 它 方 靶 相 比 ,到 半分 机 的 方 医 是 很 粗糙 的 ,理论 
上 很 不 完善 ; 但 归于 它 能 解决 许多 实际 问题 ,很 受信 们 的 重视 , 它 
的 不 完善 之 处 需要 我 们 进一步 研究 和 解决. 

本 章 介 绍 误 类 分 析 最 常用 的 一 些 方 法 ， 更 详细 的 介绍 读者 可 
参考 1371,1381. | 


51. 相似 系数 和 距离 


在 实际 问题 中 经 常 需要 分 类 ,例如 在 二 生物 研究 中 ,通过 挖 所 
出 来 的 一 些 督 骼 的 形状 和 大 小 将 它们 进行 科学 的 分 类 ， 又 如 在 地 
质 过 探 中 ,通过 矿石 标本 的 物探 ,化 探 指标 要 将 标本 进行 分 类 ， 这 
里 骨髓 的 形状 和 大 小 ,标本 的 物探 ,化 探 指 标 是 我 们 用 来 分 类 的 依 
据 : 我 们 称 它们 为 指标 ， 用 草 体 的 =, +++, “„ Ж» 而 祥 品 用 
гіз 772» Ya ЕК. 

为 了 将 衬 品 (或 指标 ?进行 分 类 ,就 需要 研究 样品 之 间 的 关系 ， 
-一 种 方 落 是 用 相 伺 系数, 性质 越 接近 的 样品 ,它们 的 相似 系数 越 接 


” 近 于 1 (或 一 1， 而 德 此 无 关 的 样品 它们 的 相似 系数 则 越 琅 近 于 


. 393. 


0, НИЕ, КЕН ЕН Ж. ` 
ПЛ НИЛ, НЕБЕ 
ES. ЕДИНО — R, 距离 较 远 的 点 应 属于 不 同 的 类 ， 
样品 之 间 的 相似 系 煞 和 距离 有 各 种 各 样 的 定 必 ， 而 这 些 定义 与 揽 
标 【 变 量 ) 的 类 型 关系 极 大 :通常 指标 按照 测量 它们 的 尺度 来 进行 
G) ARRE. 指标 用 连续 的 量 来 表示 , ША вЫ ЕЛ 
а ТИВ ЛЕН алға, 又 称 比例 尺度 , SARTA 
不 严格 区 分 它们 | 

GO НЕА. 指标 度量 时 没有 明确 的 数量 表示 , 只 有 次 序 
关系 ,如 评价 酒 分 成 好 .中 ,次 三 等 , 三 等 有 次 序 关 系 , 但 没有 数量 
Жл. 

Gi) ХАЛЕ. 指标 度量 了 时 既 没 有 数量 表示 也 没有 次 序 关 
系 。 如 眼睛 的 颜色 , 化 学 中 催化 剂 的 种 交 ,. 医疗 诊断 中 的 “十 ”和 
“一 "等 。 在 名 义 尺度 中 只 取 两 种 状态 的 变量 是 很 重要 的 如 电路 
HIRAK ж RJ B PJ ЖЕ, 

ЖН ЯК ҒЫ ТЕ X EE PS Ru 3 {Н АНАНЫ 
ЗЕ ВОЕН ЫЛ Б RDAECAE р, 

Н х: RRE ВВОЗ ARI БИЛ, Ж 
i 个 指称 的 均值 各 标准 差 记 作 天 和 s. 用 z; 表 东 第 i 个 样品 与 
%і Шыман астан а ЭК рЫ АПИ je РЧ 4= 28 Е: 

(D) 4420, —5J:, js 

(и) 4, = 0<=> 样品 ;与 样品 了 的 各 描 标 相同 ; 

(ш) da = djs H is f3 

(iv) 4: = di + dys — Я] is j+ K. 

在 于 类 分 析 中 有 些 距 离 并 不 满足 (iv7， 我 们 在 广义 的 角度 上 
也 称 它 为 距离 ， 在 有 些 场合 ，(iv》 加 强 为 

Су) Z; = max [dis Ч}, — UJ i, p К. 
因为 


dy жа max (4а ы S dig + daj 
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біл 数据 矩阵 


Ж Gv) HE Gv) ERME Сәу канвы. 
最 常见 最 直观 的 距离 是 


20) = У) [ха — ха!» (1.1) 

d, (23 = [> (za 一 ки" ` . (1.2) 

AIE TH ДАЖЕ ЕН ЖЖ „ ЕЗІН Б ‚РАН Ps ET Д 06 — ЛА 
d; (22 =. [> |z 一 „|, (1.32 


ТЕЛЕНЕҢ (Minkowski) НЫ, 当 qg 二 1 ых 2 时 就 是 上 述 的 
HADES ма арм 
2; (co) = max [я 一 ха!» (1.4) 


它 称 为 切 比 雪夫 距离 。 可 以 验证 dul) 满足 距离 的 条 件 G)— 
бі). 

4464) 在 实际 中 用 得 很 多 ， 但 是 有 一- 些 缺 点 ; 例如 它 与 各 指 
标的 量 网 有 关 ， 有 一 定 的 人 为 性 ; 它 又 没有 考虑 指标 之 间 的 相关 
性 ， 一 种 改进 的 距离 就 是 在 第 三 章 和 第 四 章 多 次 讨论 过 的 马 氏 距 
= 

ФКМ) = (хо — аӘУУ аа) — хо)» (1.5) 
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其 中 xo БЖ ИТЕН ЕР ХОРЕК ЗЕЕ. 在 
第 三 章 我 们 证 朋 了 它 对 一 切线 性 变 挽 是 不 变 的 ， 故 它 不 受 指 标量 
网 的 影响 . 它 对 指标 的 相关 性 也 作 了 海外 , 我 们 仅 用 一 个 例子 来 
说 明 . 

ШІЛ СЖ ЖЕ СЕУ 


(00). Ga УУ 


1 
АМО = (1, ПР" ( |) = 0.2/0.19, 


Z (M) = (1, — Dr 人 一 3,8/019, 


ЖЕҢЕ 

41,02) = 2, Ф,02) = 2, 
两 者 相等 , Пк ЖЕСЕ wi9 倍 之 多 。 由 第 一 章 S 的 
例 1,1， 我 们 知道 木 例 的 分 布 密度 是 


1 
ур уг) = ——— xp {— — Ізі —1 „Зулу 十 я, 
Zæ 0.19 0.38 


4 和 召 两 点 的 密度 分 别 是 
JO, 1) = 0.2157 ЯІКІ, — 1) == 0.00001658. 
WAATA MH BS E IB ЛЕ БЕ ЕҢ. ҚОН SS TE TX HB JX ГК 
一 情况 ,而 欧 氏 距离 不 然 ， 这 个 例子 告诉 我 们 ,正确 的 迁 择 距离 是 
非常 重要 的 一 件 事 - 
当 * 关 0 时 ,有 时 用 兰 氏 距离 : 
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dpl L) = $> Баа], (1.6) 


k=, Ха 十 z; 
K FEE BB F da) 的 第 一 个 缺点 * 但 没有 考虑 指标 间 的 
相关 性 . | 
以 上 几 种 距离 均 是 适用 于 间隔 尺度 的 变量 ， 如 果 变 量 是 有 序 
尺度 或 名 义 尺 麻 时 也 有 一 些 定义 上 距离 的 方法 ， 如 下 例 是 对 名 义 尺 
度 的 指标 定义 的 一 种 距离 . i 
H12 设 有 五 个 变量 均 为 名 义 尺 度 ， =~! 取 值 是 政和 71, =, Ez 
MFU Qo = S 和 Á, =. Ш В, Tl F, < Ia D # K. SHADE 
йз 
#1 = (Р, O, S; T, К), 
t= (FV, M, S, Е, KY, 


求 ЕП. 

它们 第 一 变量 都 可 У, оон, РЕ O, 一 
个 取 对， 称 为 不 配 台 的 . 记 mm 为 配合 的 变量 数 , my 为 不 甩 合 的 
Жақ E ХЕС АХ 

fu = En а.) 

在 保 类 分 析 中 不 仅 需 要 将 样品 分 类 ,也 需要 将 变量 分 类 ,在 变 
量 之 河 也 可 以 党 多 距离 ,更 常用 的 是 相似 系数 ,用 ci 表示 =i 与 < 
的 相似 系数 ,一 般 规定 

(i) ep5 tlee = а=, 4 所 0 是 一 常数 ; 

Gi) [| 1,0). 

Gi c; = єн, —HJi, п 
leul 越 接近 于 1, 5 7 的 关系 越 密 切 ， 对 于 问 隔 斥 度 的 变量 ， 
常用 的 相似 系数 有 : 

G) 夹 第 余 驴 。 这 是 受 相 忆 形 的 启发 而 来 ,图 1.1 中 曲线 AB 
和 CD 尽管 长 度 不 一 ;但 形状 相似 , 当 长 度 不 是 主要 矛盾 时 , 应 定 
光一 种 相似 系数 使 48 和 CD 呈现 出 比较 密切 的 关系 ， 而 夹 角 余 
EAA ER. EEE 
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> хылы 
e (1) = (1.8) 


(БР sli) (5 а) 


它 是 向 最 (rus Еа» 7773 хы) 和 Сту» „rry х.з) 之 ЈАЗ АНХ. 
ЗЕ} ЯЗ ТЕК] ЖАЮ I, 411 4 МАРАП Ж 
管 其 大 小 。 
Gi) НЕ. КАЛИНА, ВПЛ, Ни, E 
是 将 数据 标准 化 (使 均值 为 0) НИ. 相关 系数 常用 ru 
表示 ,为 了 和 其 它 相 似 系数 记号 绕 一 ,这 里 记 它 为 c; (2), 
У’ (х — хан — Ху) 
ыз) В аэ) 
ева 
se g ТАЈА 8 Bh РАНЕЕ ХЕ, = <> 
! Фр = 1 — cj. | (1.10) 
Ыс НВ, ЕЛ SIR ЕТ ЕЙ еиСГ) 和 с: (2) 外 ， 
还 有 : 
Gü) 指数 相似 系数 ， 第 i 个 样 和 第 7 个 样 的 相似 系数 为 
(rikma jd 


2:403) = 2. У, 4 (121) 


它 不 受 变量 量 岗 的 影响 ， 
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GO FERDE. $ rp = ху 一 Ұр 
n = {rato К = l 5 т Th 0 的 个 数 }， 
= {хад k = 1» --- s m ВАУ 0 的 个 数 }. 
相似 系数 定义 为 


снб = — - ==. (1412) 


(+) 3 Ча ЕМ ИОН КІЛ Ж: 


5 min (x;k хи) 
eul) = = (113) 


c (6) = k= > (1.14) 


6:67) = Eh, (1.15) 
> A хах 
现在 考虑 名 义 尺 度 变 量 之 间 的 相似 系数 , 设 ЕСЕ лә 11°, 
fps j REE fis "` "s Ға» H пы 表示 Ф; ч fzo “į H ft 的 样本 数 ， 
通常 列 成 表 1.2 的 形式 , 叫做 列 联 表 。 用 .ei ЖАНДАН 9 у 
时 的 期 望 观察 数 , 易 见 它 的 估计 值 是 


e = РЕН. 
БО =, 与 了 的 关系 常用 ЕЗ) | | 
-> > (n; — е; не, іэ | (1.16) 


іті ілі 


”如 用 2 е» 经 整理 得 


=» [$ 5-1] С (1.17) 


іші ігі Ni- 


Ж 1.2 жет 


і т п, Riq Ti 
fs a Pa Mig Ar 
fp ты Pya тра "т 
ы тер Ha СЕР я 


EE x? 基础 上 的 相似 系数 有 ; 


Gi) ЛЕН 
са(8) = <=. (1.182 
(үп) 连 关 系数 ， 有 三 个 
ыы G “түс 1) (119) 
(10) = J- G = в, (1.20) 


х? 
Ер == Іс Мо 006—0) . (1.21) 


如 果 =, 和 <; УЖИН КОН pR СК — ЖЕНЕ НГЕ ТЕ {ПИШЕ 
值 是 0 01), УШК ЕМЕЛ 1.3, А =, 取 0, =; 也 取 0 У 
都 取 1 时 称 为 匹配 和 的 ,否则 称 汶 不 匹配 的 ,有 关 这 种 情况 的 相似 系 
数 有 十 多 种 之 多 ,下 面 仅 介绍 其 中 的 几 个 , 详 见 [39]. 


жіз 列 БЕ $ 
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Сун) 点 相关 系数 
ай — Бе 
1612) = аа ———, 
° (а + Б) (е + аха + c)(0 + 4) 
这 是 与 间隔 尺度 的 (2) 相对 应 的 量 ， 
Са) 四 分 相关 系数 


с. = sin (g + d) — (Ó + c) ggo 
(13) | тән 90 |. (123) 


о) Хақ. ЯШИ (1.8) 算得 


< (14) = p “_ =: (124) 


考虑 到 Єр Ен» РА ЗЕ НО ЫЕ | 
_ z _а 4 od а 
4015) = Е Tš a+c іа c+ 2 - (923) 
文献 [40] 将 和 近年 来 使 用 的 各 种 距离 和 相似 系数 作 子 一 个 汇总 ， 对 
e, (2) 的 检验 ,第 三 章 45 已 经 作 了 介绍 。 
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$2. RAKKE 


21 何谓 又 统 聚 类 法 系统 育 涩 法 (Hierachical Clustering Me- 
thods》 是 自前 国内 外 使 用 得 最 多 的 一 种 方法 ， 有 关 它 的 研究 极为 
丰富 .这 种 方法 的 基本 思想 是 : 先 将 # 个 样品 各 自 看 成 一 类 ,然后 
规定 样品 之 间 的 距离 和 类 与 类 之 间 的 距离 。 开始 , 因 每 个 样品 自 
成 一 次 , 类 与 类 之 闻 的 距离 与 样品 之 间 的 距离 是 相等 的 ,选择 西 离 
最 小 的 一 对 并 成 一 个 新 类 ,计算 新 类 和 其 它 类 的 距离 ,再 将 距离 最 
近 的 两 类 合并 ， 这 祥 每 次 减少 一 类 ， 直 至 所 有 的 样品 都 成 一 类 为 
IE, 

类 与 类 之 间 的 距离 有 许多 定义 的 方法 ， 例 如 定义 类 与 类 之 闻 
的 眶 离 为 琴 类 之 间 最 近 的 距离 ， 或 者 定义 类 与 类 之 间 的 距离 为 两 
类 重心 之 间 的 距离 等 等 ， 不 同 的 定义 就 产生 了 系统 聚 类 的 不 同方 
法 , 本 节 介 绍 常用 的 八 种 方法 ， 有 关 这 八 种 方法 的 优 和 劣 有 一 些 评 
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论 , 理 论 并 未 彻底 解决 ， 
2.2 最 短 距 高 法 用 d; 表示 样品 :和 洋 品 了 的 下 离 。Ci， 
Go O ERR, ЗУ Esa Z КИЕ УЙ ЖЄ БІ ЕЛАС ЕН, 
用 D,, 表示 G, 与 G, 的 距离 ; 则 
Dp = min dj. (21) 


теп, 166, 
Н ЕЛИН ЕЕЕ ПТ: 
б) а Ета ПАЈО ЙЕ 25, Ара Л ЕН РУО ЖАР ІНЕ 
Га, Ж ЛЛ Н El pk № ЛАНГ ЖК Dog == бра. 
Gi) 选择 Do 的 最 小 元 素 ; 设 为 Dogys NE G, 和 G, 合并 成 一 
新 类 , 记 为 Ge Ce = {Grs Gah. 


(їн) 计算 新 壬 与 其 它 美的 距离 
РБ, = пип dy = min { тіп аң» тіп di} 
ФЕС, РЕСЕ вер. РЕСЕ ЧЕ Ga: Ë É Gk 
= min Бы» Б}. (2.2) 


将 ро фр, 97, р, g Я (2.2) НОТ, 新 行 新 列 
жм С, ВИЗ ЯНИЕ ТЕ Do. 

Gv) 对 Do ЕН БАЙ Ро 的 二 步 得 Dz)， 如 此 下 去 直到 所 
ЖА у ЖЕ, 

ЗИ 3—27 Dew 中 最 小 的 元 素 不 正 一 个 ， 则 对 应 这 些 最 小 元 
素 的 类 可 以 同时 合并 。 

#121 设 抽 了 六 个 样 ,每 个 样 只 测 了 一 个 指标 ,它们 是 1, 2， 
5,7, 9, 10, RARER A EIo, 

G) ЖЕНАМА Е, Do 的 计算 列 于 表 2.1, 

Gi) Do 中 最 小 的 元 素 有 是 1， 对 应 的 元 素 是 Du = D. = 1, 
ИЖ G, 和 G; 并 成 G7; Gs 和 Ge 并 成 Са, 

Gü) 计算 с, G, 与 其 它 类 的 更 离 ， 利 用 公式 (2.2) 算得 表 
2.2, 

Gv)3 Do 中 最 小 的 元 素 , 它 是 Du = Ds = 2, 于 是 将 Gas 
С» Ga 并 成 Go。 然 后 计算 Gs 与 其 它 类 (内 剩 下 G) инт, 48 
Га» ЯР 2.3, 最 后 将 G, 和 Ge 并 为 Cn， 这 时 所 有 样品 成 为 一 
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类 ,过 程 终止 。 


这 个 聚 类 的 过 程 可 以 画 成 一 张 图 《图 2.1)。 横 坐标 的 刻度 是 


并 类 的 距离 ， 册 图 上 看 到 分 成 
两 类 比较 合适 。 在 实际 问题 中 
жаш Е т, ERE 
э [ЮН ШЛУ г, м 
此 可 能 有 些 样 号 归 不 了 类 ， 
最 短 距 离 兴 也 可 用 于 变量 
的 分 类 ,分 类 时 可 以 用 工 离 ,也 
ГАНЫ ЖЖ. BARBA 


数 时 应 找 最 大 的 元 素 并 类 , 公 


式 (2.2) 中 的 min 收成 max, 
如 第 二 章 $ 8 的 服装 标准 的 例 


图 2.1 RAS 


TAR 8.2 运用 最 短 距 高 法 , 表 8.2 中 最 大 的 相关 系数 为 ria i= 


3 


0.957, 将 Gu 和 С. 并 成 一 新 类 Ge， 然后 计算 С 与 各 类 的 相关 
系数 ,再 找 受 大 的 相关 系数 , 每 一 次 锯 小 一 类 得 图 22. 我 们 看 到 


ео | 人 体 的 部 位 可 分 成 两 
О — | . 关 类 ,一 类 是 上 体 长 、 
тик ЕК. FE. Ik 
ккан Do ШЕ и»! 
MERE) EETA» рд 
EETA O) EA DIE AI В в; 


HA С) Е EE 
EIB (у) ` 
ЕСІТТІ ҰНЫ. ПЕ. НЫ. 
| ИРА, jk 
[НА] Су = А 
HUR Сут) ШЕ ЛЕ ЛЕВ 


BAR OD -— 位 ， 在 丙 大 类 中 还 可 
| 129% 08 0 бё 0504 以 分 小 类 ， 如 第 一 大 
相关 系数 ` 

图 2-2 成 年 女子 各 者 位 来 类 图， 菊 中 可 分 成 两 小 类 ; 


ул» yas Уз» Yos yu) 和 
{ув уз}. 

ЖЕНА ЕК ШАУ Г, ЖЖ 
距离 有 stn 一 17/2 个 数 , 作 成 豪 类 图 后 只 有 30а 一 1) 个 信息 , 便 
TRIUM. | 

23 ЕКСА [ШӘ ШЫ ШЕЕ 25 ЕНЕ 离 用 两 
类 之 间 最 远 的 距离 来 表示 , 即 

Бы = тах dij (2.3) 


itap Jt tg 
БЕЕПБЕНЖЛЕНІНШ НЫ ре, ШЕМЕН 
成 一 类 ,然后 将 最 小 距离 的 两 类 合并 。 БЕС с, 和 G, & 
并 为 C WJ G, 与 类 Gi 的 距离 为 ， 
| Da = max [Das Бш}. (2.4) 
再 找 最 小 了 距离 并 类 ,直至 所 有 的 样品 汐 一 类， 
我 们 看 到 , 最 长 距离 基 与 最 短 距 离 靶 上 共有 两 点 不 同人 (a) Æ 


"404. 


义 类 与 类 的 距离 不 同 ，(b) 计算 新 类 与 其 它 类 的 距离 所 用 的 递 扒 
公式 不 同 , 一 个 是 (2.2), — К (24). КЕТЕ ИЕ ЖЕ 
类 法 互相 之 间 的 凑 异 也 邦 在 这 瑞 方 而 . 

АНА 2.1 运用 最 长 距离 法 。 得 到 来 类 图 2.3， 它 与 图 2.1 ХҚ 
相似 ,但 也有 些 莽 异 , 读 者 试 对 钻 一 下 两 张 图 的 则 蜡 . 

ЖЗА > НЕ ВЕНЕ ЖЕЛІ 25 22 H] Бл МІНІ, ША 
НАУША ВОВЕ Ч, MERANTI ЖУ ГЕП ЫҚ. 
ЖИРЕ. ЖАНЫП ААЖ МӘН ІНЕ БГ. Пт АВ 
推 公式 人 手 | 

设 某 一 步 将 Cr 和 G, 合并 为 С, С, 与 任 一 类 G, 的 距离 如 
РГА Ж ЛД? 2 5 ARE п Dga > Diss ЕН Dy = Diss 
按 最 长 距离 法 Dy = Die。 图 2.4 的 三 角形 的 三 个 边 是 Dizs 


тле 
G;=12) 


G;=151—— 


H# 


2.3 ЖОШ 


Dias Doas 介 于 Der 和 Du ZER EIME Do 边 的 中 线 为 好 ， 
由 初等 几何 可 知 这 个 中 线 的 平方 等 于 二 Di + -Di — + Dio 
如 将 这 个 中 线 作为 Du， Ж | 

р, = È Dhe + 2-24-49. © Оз) 
BEER ИИ ОАЫ kay t. МХ 


+ 405 + 


一 开始 备 样品 自 成 一 类 。Dps 一 dpa М (2.5) 不 难得 到 任何 两 
类 之 间 的 距离 . 
由 于 公式 (2.5) 中 出 现 的 全 是 虐 离 的 平方 , 为 了 计算 的 方便 ， 
开始 Ро HERRA а Ро > 1) Ааа, Ба» 相应 的 矩 
ила Бо» Әй» tr 

中 间距 离 法 还 可 推广 为 更 一 般 的 情形 ,这 时 (2.5) 式 成 为 


р}, = Z Dls + T Dk + ADhe» Жр —--<#<0, 


| (2.6) 

24 重心 法 、 类 平均 法 等 ”从 物理 的 观点 来 君 , 一 个 类 用 它 的 

重心 《该 类 样品 的 均值 做 代表 比较 合理 ,类 与 类 之 间 的 距离 就 用 

重心 之 闻 的 距离 来 代表 ， 18 G, 和 G, 的 重心 分 别 是 т, ЯП шү, N 
с, 和 G, 之 间 的 距离 是 


Эра тб,» | (2.7) 
Xy TIK ТЕ Х НОА АҒАҢ жу), ИЕ НЕЕ ЕЕ 
推 公式 
设 某 一 步 С, G, 的 重心 为 ,Xs， БОТЕВ т,» nç 
个 ,将 С,» Ga 合并 为 G,» 则 С, НЯ H Их 一 Пр + Па 个 : 它 的 重 
ТАХ =, Ш 


- 1 - - 
x. = (лю, + 244). (2.8) 


Ж Go CHEDE я, 它 与 G, кына Сш ын АП 
的 距离 采用 的 是 欧 氏 距离 》 
ру, = Ф я, 一 (=, -- =," (ғ, 一 x,) f 
= Е -- 1. (пр, + вт.) | Е -- > Са, + 75) 


Яр 一/ 一 п = — 
== ХАХА — 2 7” хар — 2-2 151, 
r r 


1 — — =. 
+ -— [22 X 2пул жұл + nx xa]; 
ni 


„ 406 = 


PE 
күк = E (0812, + Жо, 
я, . 


则 


3 Р -F n -m -= 
Dir = л (хуз, 一 25. ыр + ырау) 
Py 


t 
Я ,-,- — 一 一 
кт; {кх — 25.5, + Жұл.) 


пр na n 
: f = я, Dš, + > Dia — — > Бі (2.9) 
这 就 是 重心 靶 的 递 推 公式 . 
现在 用 重心 法 对 例 2.1 ВБК. 


G) 计算 各 样品 之 间 的 平方 距离 ， 就 是 把 表 2.1 的 各 数 平 方 
得 表 2.4。 这 时 各 样 喇 自 成 一 类 ， 


№ 2.4 Ві, 


Gi) Ж Бо ВЕ ИН, БТЕ D. = 0% = 1, 为 了 清楚 
起 见 我 们 先 将 Gi С, 3600) G7; Gs 和 С МЖ. 
| GD 计算 新 类 G, 和 各 类 的 距离 ， 这 时 s, = n, = 1, п, = 2, 
54 k = 3 {И (2.9) 式 
рь= 4 ph + L ph — 1 . L ps, 
2 2 2 


п 
i 


= 116+ 19 1 =. 12.25, 
2 2 4 


» 407 в 


于 2.5 Р, 


54 


家 2.8 Р, 


с. 


ба 39.0625 


ТЕЕ BE] F 38 2.5. 
Gv) 对 Ра 重复 下 述 步 又, 将 Gs, Gs 并 成 баз 平方 距离 阵 

0 Го. 将 Gs GHR Go’ f Dios 再 将 Gs，Gs 并 成 Gu 得 
Го» 最 后 将 G 和 Су 并 成 Сп» 这 时 所 有 样品 殊 成 一 类 ， 过 程 终 
ШЕ, 12.1 ЖАНЕ МИЫН, | 

重心 虽 有 很 好 的 代表 性 ,但 并 未 充分 利用 各 样本 的 信息 ,有 人 
建议 将 两 类 之 闻 的 距离 平方 定义 为 这 两 类 元 素 两 两 之 闻 的 平均 平 
JERRI 


D=- У) йз (2.10) 


пәл. РЄ Gp r€ Ge 


. 44%» 


Неру ВЫ ЕРЕН жан. жымы Адат 
易 得 到 的 ,采用 重心 法 的 各 种 记号 有 
2, 


z 
Dir = 


Жүйө, тб, PEG, 


- | E G+ E ар 


r ЕСА ТЕС кеі, iÉ Ga 
РЕНИ ЕАК 

р}, = ы рі, + ы Гі,» ` (211) 
有 人 了 认为 类 平均 法 是 系统 聚 类 法 中 比较 好 的 方法 之 一 。 


在 类 平均 靶 的 递 推 公式 中 没有 反映 Dye 的 影响 ;有 人 建议 将 
BEDRES 


т 
рь = — (1 жр, + 元 (一 站 Di + pD (242) 


ЕАИС, 
НЕТ а Еа МЕЕ, (2.6) 中 将 前 两 项 的 系数 也 依 
T 2, BD 


pt, =- :二 ZÊ ID}, + 211480, (413) 


Е<1. кишисин. 

可 变 类 平均 法 与 可 变法 的 分 类 效果 与 的 选择 关系 极 大 ， 有 
一 定 的 人 为 性 , 因此 在 实际 中 使 用 尚 不 多 ，F 如 近 于 1, 一 般 分 类 
ЕР. В ВОН. 

25 ВЕРЕ 这 个 方法 是 由 Ward 提出 来 的 ,许多 资料 
上 称 做 Ward 法 ， 他 的 思想 是 来 于 方差 分 析 , 如 果 类 分 得 正确 , 同 
类 样品 的 离 莽 平方 和 应 当 较 小 ， 关 与 类 之 间 的 离 差 平方 和 应 当 较 
Ж. | 

ЛЕ АЖ Gis ++, Саз JE х. 表示 人 S, 中 的 第 

样品 (注意 radem ЖЕТИШ), т, ЖА С, ФАВК, x, Е G, 

азс, ДЕ С, ЫЫ РА 


s 400 < 


5, = > Ст, 一 х,у (ха 一 52% 
整个 类 内 平方 和 是 


қ "z * 
5 = > > (хо Z.) (а, — 8.) = 5 $,, (2.14) 
Еті i=1 r=i А 
ш р ЕШ, ЕН ЖИЛИ. s ТЕ, ЭДИ А Ж, 
一 切 可 能 的 分 法 有 


* 
RG D = L с De (уе. (215) 


这 个 公式 将 在 下 一 节 证 明 。 Pm л = 21, k = 2 BJ (21,2) = 
2" — 1 = 1048575, щл, ВИДЕ RO, k) 就 达到 了 天 文 数字 ， 
可 以 证 明 Е(т, А) = OK 和)， 因 此 要 比较 这 么 多 分 类 来 选择 最 小 
的 8， 一 般 是 不 可 能 的 。 于 是 只 好 放 奔 在 一 切 分 类 中 求 $ 的 极 
小 值 的 要 求 ， 而 是 设计 出 某 种 计算 规格 ， 找 到 一 个 局 部 最 优 解 ， 
Wad 法 就 是 找 局 部 最 优 解 的 一 个 方法 ， 其 思想 是 , 先 将 ” 个 样品 
各 由 成 一 类 ， 然 后 每 次 缩小 一 类 ， 每 缩小 一 类 离 差 平方 和 就 要 增 
大 ， 选 择 使 S 增加 最 小 的 两 类 合并 ， 直 至 所 有 的 样品 归 为 一 类 为 
Е. 

PIRA 2,1 УЖЕ. 首先 将 六 个 样品 
分 成 六 类 ,这 时 3 一 0。 然后 将 其 中 任 酚 类 合并 ,例如 将 G1 = {1} 
和 G, = {2} АН, ДЖЕН а 一 15 了 -+(〔2 一 
15} = 0.5, 如 将 G, С = (5) 合并 ， 它 的 离 差 平方 和 为 
(1 — 3) + (5 — 32 = 8. НЕЖНЫЕ 
于 表 29, A G, 和 G; 合并 或 G; 和 G, 合并 5 增加 最 少 , 将 G1 和 
Ga 并 为 G1， Gs 和 G, 并 为 Go анны Е, нн 
归 为 一 类 为 止 ， 计 算 情况 列 于 表 2.10， 它 很 类 似 于 系统 聚 奖 的 其 
它 方法 ,如果 用 增加 的 离 差 吾 方 和 代替 平方 距离 ;也 可 以 丽 出 谋 类 
E. 

粗 看 , 离 差 平方 和 法 与 前 七 种 方法 有 较 大 的 差异 ,但 如 果 把 两 


« 41) + - 


32.9 ЖКБ Е 


4.5 


12.5 2.0 
G, 32.0 24.5 8.0 
с, 40.5 32.0. 12.5 0.5 
2.18 并 类 情况 

HERH ж 5 
6 11) {2} (5) {7} {9} {10} 0 
5 241,25 {53 {7} {9} {10} 0.5 
4 {1,2} {5} {7} {9,10} 1.0 
3 {1,2} {5,7} 19,10) 3.0 
2 {1,2} 5,7,9, 19} 15.25 
Ш 1,2,3,4,5,6% | 57.33 


Ж БЭРТН ЈАЧЕ Е ОЖ ДЕН, ВЖЕ ГЫ 
法 统一 起 来 呢 ? 关键 是 能 香 给 平方 更 离 一 个 递 推 公式 。 我 们 将 证 


明 , 离 差 平方 和 法 有 递 推 公式 如 下 : 
ПА + т т 十 па 
3 гт — — ` ры _ 2 
Dir п. 十 nk Dis + n, 十 n, Dia n, + пл Рр. (216) 


公式 中 各 符号 意义 同 前 . 现在 就 来 证 明 它 ,我 们 给 出 两 种 证 法 ， 


证 法 一 ”由 定义 
ру = 5, "一 Sp — fys 


将 S, 表 成 
тұ 
ғ +t 
S, У) хихи 一 ть» 
ігі 
я. яу 
2 р -ғ-- М — 一 
Рі. = > Xir * Xir — тү, 一 > хх + ПУХ, 
i= i=1 


ng 
r 一 上 一 
一 жала Г паха 
ізі : 


е 411" 


Шш- =, 一 一 
= hpl pp H тұл; -- в (2.17) 


HARRA 
19605 == путь + па» 
将 两 边 ЗЕ” ІН | 
пух, == пух, + пу, + Парта» (2.18) 
HAH 


2хух, = жк, + жүл, — (х„— G) (2.19) 
将 它 代 入 到 (2.18) 中 
| пк, = ny (n, + п.)х„х„ + тат, + п), 
— поп (8. — X К, — E.) 


再 利用 nr == Пр + Па 得 


fa 2. na npa _ _ 
ху, == п, 80% + > кұ, 一 = (к, 一 х.) (=, — к» 
伐 和 到 《2.172 中 得 
тп. ее _ 
ра, ву, — =), (2.20) 


用 类 羽 的 手法 就 可 以 推 得 (2.16). 
证 车 二 “” 先 证 了 明 一 个 引 理 ,这 个 引 理 在 许多 地 方 是 有 用 的 . 
引 理 21 1, lo r, EEE z Ek , MU 


> (х — FF = 155 ж (ж 一 ху. (2.21) 


R= іші 


证 明 
>, > (x; — х)? = x > са + x — 24) 


#=1 ізі i= 1 £ 
т ғ 

(ых ны 
ізі = ізі Уи 


в 


-0+ а-аа 


іші ісі 


» 412e 


i=] гел 


-.Ха-(|Жаза Ж <) 


р ЕУ 


= +0 2 |а +] 


в Ж 


054-05) 


== п > (а; — ғ), 
ВЗ m со zx 换 成 四 维 向 量 时 (2.21) RR 
Ts a DD D wa), 


іші i=l ігі 
| (2.22) 
ЖНЖ uri. ХШ} 


s, == 1. s > (и; а (а — =), (2.23) 


В: іші іша 


或 考 简 记 为 
5-25, 
7; с, 
于 是 | 
р, =s —s — s = L 5-15-45. (2.24) 
по, Ша, бр Gp Ы: Ka 


F n, = n = 1, n, = 2, 上 式 右边 后 两 项 为 0, 第 一 项 只 有 一 项 
ра = Ze — z (ғ, 一 ze] 
这 是 《2.207 的 特例 . ATIEWE (ле), 只 要 注意 


1 i 
рі. = — ы — 
^ п, + "А = п, р? "у > 


-一 {++ 


nr T Hk “сайе, Фа. GrUGe 


.413- 


-х->Б-Е) 


А ба Gk ` 
_ у — у], (2.25) 
т, “в тұ Gr 、 
Ему (2.26) 
kp < 5 . 
- ng È fip оар fp Gp "А Gk 
Di, = x: > СРК ал? 
fk Па саПб, fg а, Пь ав 
жол, ШІ RQ ME 2—57 Ж 027) МЕ 


— 28 (2.25) 稍 加 整理 即 为 (2.16). 


fik 

UH лбу т отын RARR ED A 
起 来 ,下 一 节 我 们 将 进行 讨论 。 我 们 已 经 说 过 , 离 差 平方 和 法 只 能 
得 到 局 部 最 优 解 。 例如 当 只 分 两 类 时 (Қ = 2), 使 S$ 达到 最 小 的 
分 类 是 {1, 2, 5} (7, 9, 10}, 这 时 5 一 13.33。 而 用 离 差 平方 和 
法 ( 见 表 2.10) 得 到 的 局 部 最 优 解 是 11,2) {5, 7,9, 10}, 2i 
S = 15.25 > 13.33。 全 今 还 没有 很 好 的 办 法 以 较 少 的 计算 求 得 精 
确 最 优 解 ,但 是 在 一 些 约束 条 件 下 ;例如 样品 是 有 序 的 ( 详 见 58.5)， 
可 以 求 得 精确 最 优 解 


53. 系统 聚 类 法 的 性 质 


ЕЛА ЕЕ, НИС № 
HARADASA Ен ЖЕНЕР ХМ 
递 推 公式 . ETR TE r ВАЕ ИЕ — НЕ? ЖУУ (Wishart) 
在 1969 年 发 现 它 们 的 递 推 公式 可 以 统一 起 来 ;统一 的 形式 是 
| D}, = =,Dl, + аб. + 803, 十 71Dis 一 ВЫ, (31) 
жн а о, в, 对 于 不 同 的 方法 有 不 同 的 取 值 , 表 3.1 列 出 
了 上 述 八 科 方 法 四 参数 的 取信 ,读者 试 与 上 节 的 诸 递 推 公 式 验 证 
二 下， 递 推 公式 的 统一 使 人 和 方法 的 共性 完全 统一 起 来 了 ， 对 于 


.414. 


33.1 ЖЗ УК 


я в 
RER 


+ } ШЕ 

最 长 下 离 法 + + 0 1. 
шшщ 2. -1 -1458<0 0 
重心 法 Apih жуя, а 0 
类 平均 法 п, іп, лајт 0 0 

‚ ЖЗИ O- Amain | (1— оаа <1 9 
可 变法 a — 0⁄2 a 8/2 <! 0 


编制 计算 机 统一 程序 提供 了 极 大 的 方便 。 142] 编制 了 它们 的 程 
序 , 锣 内 不 少 单位 也 编制 了 这 些 程序 ,我 们 就 不 详细 介绍 了 . 

这 从 种 方法 对 解决 实际 问题 的 效果 是 否 一 和 样 昵 ? 我 们 来 看 一 
个 具体 的 例子 ， 

яза 从 21 个 工厂 抽 了 同类 产品 ,每 个 产品 测 了 两 个 指标 ， 
欲 将 各 厂 的 目 量 情况 进行 分 类 测 得 的 数据 如 下 《已 作 了 适当 变 
ж): 


Мо |112] 3141516731910] 11 | 12 | 13114 | 15 6 17118 | 19| 20121 
а, |6 0|21[214| 4151616 | 21-- 4121 3) 3-51] ol 4-Ц-1/-3 
= |5 5151314] зоо ol э2|1]—1|—2})—1!)—13|—5 


将 它们 点 成 图 3.1, 
АПН, НЕЧ ВЕКЕ ШЕ ЕРЕ ‚ЖЕКЕ ТЕРА ,重心 法 ,类 平 
均 法 , 离 差 平方 和 靶 得 到 的 聚 类 图 如 图 3.2 所 示 ， 我 们 看 到 ,不 同 
4415. 


ан ЖЕ, MAMES ЕБЕШЕ РА 
Ж. {1,2,3,4, 5,6}, {7, 8,9, 10}, 111, 12,13, 14, 15}, 
{17, 18,19, 20},16 #121 归 不 了 类 。 其 长 距离 法 分 成 (1,2,3. 
4,5, 6, 16), {7, 8, 9, 10}, (11, 12, 13, 14, 15), 117, 18, 19, 
20, 21} 四 类 ;重心 法 和 类 
平 坊 法 的 结果 是 ， 11,2, 
3,4,5,6}, {7, 8,9,10}; 
{11,12, 13,14,15}, {15, 
17, 18, 19, 20), 2119Ж 
ҮЗ) нете 
心 法 前 三 类 一 致 ; 而 将 21 
归 为 最 后 一 类 .和 归 类 情况 
可 以 形象 地 作成 图 3.3 一 
#356. 五 种 方法 产生 了 
四 个 结果 ， 可 见 这 些 方法 
的 分 类 效果 是 有 差异 的 
那 各 究竟 采用 了 琵 一 神 分 类 为 好 呢 ? 一 种 方法 是 根据 分 类 问题 本 向 
的 知识 来 决定 取 爹 。 另 一 种 方法 是 将 风 种 方法 的 共性 取出 来 ,有 
争论 的 样品 先 放 在 一 边 ,如 此 例 五 种 方法 都 是 分 成 四 奖 , 有 争议 的 
是 16 和 21， 可 先 把 16 和 21 去 掉 后 ， 再 用 上 述 五 种 方法 ， 则 分 
类 的 结果 完全 一 样 。 最 后 对 16 和 21 采用 下 节 的 最 短 距 离 原 则 分 
№. | 
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直观 来 分 类 的 ,那么 什么 是 类 虽 ? Кас 兽 给 出 了 三 种 定义 法 、 

EXIL 集合 S 中 任 两 个 元 素 的 距离 有 

ds h, ES (3.22 

À ЕВЕ, МИХ 5 为 对 于 立信 组 成 一 个 类 . 

定义 3.2 ЖА SHERBEN а, 满足 


1 У dahs 对 每 个 i€E 58， ` (3.3) 
&—1 iss | 


图 3.1 


= 416» 


ч а ы од э W 2 
Чо os “Рза ЧА Ар B = 


1... м -一 

0 4 з 12 16 20 
метті 

图 3.2 қош 


A ЭВ ХЕ НОВИН R S фл Жр, ШИК 30 li # 8 
一 个 类 . 
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定义 3.3 ЖАЗЛЖНЮЕНа, 满足 
— > >d < А, dgr, і,168, GA) 
对 于 给 定 的 疯 值 A, (>в), & 2 S НАЖАТЬ, MER S F 
ВИН 2, r 组 成 一 个 类 ， 
类 似 的 我 们 还 可 以 给 类 
ТЕМ Я: 
ЖИЗА ЖА 5 中 元 
(Е жіне dy WE: 对 任 一 
T 65, ВЕЖА 165, È 
duS h, 下 为 给 定 的 国 值 ， 
则 称 S 汐 对 于 阅 值 组 成 一 
АЖ. 
т Зэ 如 将 集合 5 
任意 分 成 两 类 So So XA 


疼 3.3 и 
类 之 闻 的 距离 DCS 5,)}% 
E 
D(S,, 5) <В, (3.5) 
则 称 S РРА 二 组 成 一 个 类 . 
上 和 节 我 们 给 类 与 类 之 », 


#н ТЕХАС 14, = 
最 长 距离 法 ), 定 义 3.4( 相 9 | ' 
нежен Ех 
3.2 QB 4 FRR). 

为 了 便于 用 定 X 3.5 | 
НЕ, ЖЖ) А 图 3.4 最 长 距离 法 


н #19 + 


闻 的 距离 给 出 了 八 种 定 
文 方式 ， 从 而 定义 3.5 中 
D(S,, S,) 可 以 用 八 种 定 
义 的 尾 一 种 ,显然 定 多 3.5 e 
D 


聚 类 的 方法 是 否 有 并 类 瑟 离 的 单调 性 一 开始 各 料 品 自 成 一 类 ，， 
将 距离 最 近 的 了 类 合并 ,这 两 类 的 距离 记 作 Di， 第 二 次 合并 的 最 
近 风 类 距离 记 作 Di :…， 
шж D, < D, < D. =< + 
ШЕ НАН ӨН 
Ж. ЖАЛИ ЕН НАУ Ж 
РШЕ Ё Еж BU Н 8, 
先 结合 的 类 关系 较 近 ， 后 
НЕРВ ЖИЕК. 

ШБ ВРП ЕЕ 
КЕ ЕФЕ Н ЖЕРЕ Ez BJ 
单调 性 。 我 们 来 证 明 离 差 
平方 和 法 也 具有 这 个 性 
质 ， 设 某 一 步 有 于 个 类 3.5 恒心 法 与 类 平均 共 
бу, ++, Ge 其 中 以 G, 和 Gs 合并 为 G, 所 增加 的 平方 和 为 最 小 ， 
并 业 的 平方 距离 为 D3 = 5, — S, 一 $s， 这 时 只 剩 下 万 一 1 个 类 
了 ， 于 一 次 的 并 类 距离 设 
ЖР, HH íe r, i*r, 
BA Di > Dis， 否则 由 
于 Du 之 Di， 因而 前 一 
次 就 不 应 该 合并 С, 和 G, 
Y. # 9 + 中 有 一 个 等 
于 +» 不 妨 设 e= r, М 
由 离 差 平方 和 的 定义 有 
О, => Da > Djp 这 就 证 
明了 单调 性 . 

类 平均 法 并 类 距离 也 
Ее REPRIME 有 单调 性 ,由 (2.11) 式 


р: —_ p + p: > ра +Ë ра =p., 
kr 2 Ар т, n Pq л Pe Hp. 
r ғ 
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Ke p. qa г» 
但 是 时 心 法 不 能 保证 单调 性 ,例如 图 3.7 是 一 个 等 历 兰 节 形 , БИЕ 
长 是 1.1， 底 边 是 1， 则 第 一 次 e， 志 并 为 一 
”类 , HREN D, 一 1， 第 二 次 并 类 距离 是 < 
至 ab th HAER, CE a О в, 它 等 于 
4/142-- 0.52 == 0,98 = D, < р, 不 满足 单 
调 性 。 这 是 重心 法 的 严重 缺点 。 
当然 由 并 类 距离 的 单调 性 还 不 能 保证 由 
系统 紊 类 法 形成 的 类 一 定 能 满足 定义 3.5, 我 
们 就 丰 详细 讨论 了 . 
3.2 空间 的 浓 纺 或 扩张 ”从 图 3.2 上 我 们 看 到 对 同一 问题 作 聚 
类 图 时 , 横 坐 标 ( 并 类 距离 ) 的 范围 相差 很 远 ,最 短 距 离 法 的 范围 二 
3， 最 长 距离 法 范围 比 11 还 大 些 …… 范 围 小 的 方法 区 别 类 的 灵敏 
度 英 ; 但 范围 太 大 的 方法 , ино КИЙ, 这 与 
.收音 机 的 灵敏 度 有 相似 之 处 ， 灵 敏 度 太 低 收 的 人 台 少 ,灵敏 度 太 高 ， 
台 与 台 之 疗 易于 干 扩 ,要 适中 为 好 。 用 这 一 直观 想法 引进 如 下 的 
ж. 
定义 3.6 ТАРЕ DCA》 D( B), 如果 D( A) 的 每 
一 个 元 素 不 小 于 D(B) 相应 的 元 素 , 则 记 为 DCA) > D( B), 特别 
школ Жаа. WA D >> 0. | 
Ж D(A) 22 0, D(B) 0, D(4) 表示 将 D( A) 的 每 个 元 
素平 方 , 则 (4) > р(В) DX A) > ОВ). X TREINE, 
> | 


DCA, В) = ю(л)у— оқа), (3.6) 
T DUA, В) > ) = D(A) > БСВ). 

РН, ЕНУЕНЕЕЕЕ- 
жн (ТРУ), IBRE2F2 3 6, ВРА), 
所 得 的 距离 阵 就 不 一 样 ， 用 短 ,长 ,中 , 重 \ 平 , 变 平 , 可 变 、 离 ,分 别 
表示 八 种 方法 〔 按 表 3.1 的 顺序 )。 它 们 的 平方 距离 矩阵 记 为 D 
GE) D CK), сз. | 
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我 们 以 类 平均 法 为 基准 ,其它 方 靶 都 与 它 来 比较 ， 设 第 一 步 
将 第 ”类 和 第 q 类 并 成 第 + 类, 则 并 美 后 的 平方 距离 阵 , 相 互 关 系 
如 何 呢 ? 

G) ВО, = 0. 

E D (Si, E) = (D; (39, PD)» Дун (2.2) 和 (2.11) 得 
Ds . fs і = rs 


Р, (Өз) = 
min (Di, DL) — Z "D, =a Pie f= fr。 


不 失 一 般 性 ,可 设 Di < DL, 于 是 Р, = Dl + haro 得- 


D; (98, =h pp ~ аа, — < 
这 就 证 明了 ，, 如果 并 类 的 情况 完全 一 样 时 ， WEA D i, PKO 
成 立 . 

| . у 


(п) БЕ, > 0. 
Са) D (s , 32) < 0. 
ЗАР “ЕНІН SEE SEE a ¿E (0, . 
Су) 中 向 距离 法 与 美 平均 法 的 比较 没有 统一 和 的 结论 ， 加 当 


= 1 x 
Ё «№ 


1 1 1 
Di, (P.F) 一 z Di +5 2 — + Оф 


1 I 
= > Dir + > а-ы, 


НР А 
-Z Dp ужа) 
пе 1 


1 
А-В 


显然 它 可 能 > 0 +B ЗІҢБ = 0. 
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20, #<0, 
© РР =S 1>8>0. 
此 因 


.. т, = 
D, EFE, у = — 8 (о - р.) + я 1], 
„ЖЖ НИ ЕН Я 0, БРЕВНА Р — в, 从 而 得 结 

Са) D( 离 , 平 ) > 0 
ЖИВА УЕ, АЖ 
ЖИБЕ, ДЛЕ — РЕ: Pe , ЕЛАНЬ su faj ? 


п. + ne т; Fa 
DD эур» жылар; 
3р. Z D — 2 Di 


п + r, 
пул, тіп» 
= (лу + n,)n, Dis + (m, + вм, Dia 
| n, р: 
нм 


— (О-о са, 
最 后 一 步 是 因为 Бы > Бы. 

两 个 方法 4 和 8， 如果 ОСА, В) > 0, Жар ВЕН 
张 ,或 8 比 4 使 空间 浓缩 。 和 类 平均 法 相 比 , 最 短 距离 法 , 重心 法 
使 空间 浓缩 , АЕН ВА, 可 变 类 平均 法 , 离 差 平方 和 法 使 空间 扩 
张 ， 

有 关系 统 聚 类 的 其 它 性 质 可 参看 [38] $ 2.6 和 [44]. 最 后 我 
们 稍为 详细 地 讨论 最 短 蝶 离 法 与 最 小 支撑 树 的 关系 ,首先 介绍 最 
小 支撑 树 的 概念 . 

Ит оз ЕН » ДУҢ жу, Эх 点 与 点 之 间 定 义 了 距离 ， 
性 两 点 的 联 线 岂 做 边 ,两 点 之 冶 的 距离 叫 边 的 长 度 ， 

+ 422. 


ы 13 ЛІ 


定义 36 两 点 之 间 通 过 一 系列 的 边 联系 起 来 ， 这 些 边 称 做 
链 . 一 个 链 如 果 是 圣 闭 的 , 则 称 这 个 链 组 成 一 个 回路 。 如 果 = 个 点 
ZERA HERRE, 则 称 这 些 点 和 和 链 组 成 了 一 个 联结 图 ， 没有 
回路 的 联结 图 叫做 树 ，。 如 果树 包含 了 # 个 点 ; 则 称 这 个 树 为 联结 
图 的 支 挡 树 。 树 的 所 有 这 的 长 度 之 和 叫做 笃 的 重量 .在 联结 图 中 
具有 最 轻重 量 的 支撑 树 则 做 最 小 支 挤 树 ,以 后 简 记 为 M5T， 

最 小 支撑 树 是 图 论 里 的 重要 概念 ， 下 面 我 们 要 用 到 它 的 一 些 i 
基本 性 质 , 为 了 读者 阅读 的 方便 ,还 是 作 一 些 证 骨 . Я 

Ж” АКРА ЗЕ УКУ РЕ РА О, ED РО 0 = 
LER e Talh PAO = Q Сш), РОЖИ adaki 
分 。 用 4 ЖУК х, В z; СИН ENN PAO — НХ 


Dro т 12540. 

$ С(Р, О) RTRA P, O 的 一 切 边 的 舍 合 , ЖИР, ОЕ. 
在 СОР, 0) 中 达到 极 小 Dro 的 边 的 集合 记 作 КР, О). 

定理 341 任何 MST 至 少 包含 KP， Q) 的 一 个 边 ， 

证 明 ”用 反 证 法 , 设 T* 是 MST, ERREG 1(Р, О) 的 任何 
Ш. 由 MST ЖУ, 在 T* 中 一 定 存在 一 个 且 只 有 一 个 边 яо, 
«сс С(Р, 0), е (Р,0). 从 АР, 0) HERAA n, E 
$R du < dun H ts (ee MERDEET, WT EAE, 
而 工 的 重量 比 T* ,Ң T* 是 MST FAH 

515831 支撑 树 的 每 一 个 边 zz 都 唯一 地 将 点 分 成 证 部 分 也 
和 2， 它 是 ”个 点 的 一 个 划分 。 使 得 ax Е C(P, 0). 
ШВ 57 二 了 一 nv, 由 支撑 树 定义 ，7' 分 成 不 相交 的 两 
部 分 Ti 和 To = 和 2 分 别 属于 两 部 分 ,不妨 设 a € Т, v € T, 设 
РГА, 0% T НА, AARP, ОФА 
ана ЖАА 

定理 3.2 MST 的 所 有 边 都 属于 茶 个 划分 P, О КР, O) 
之 中 ， 

ШЕҢ Жи. MST 的 任 一 边 , 由 引 理 它 唯一 地 决定 了 一 个 
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ХР, О иг € С(Р. 0). НЕ 31, MST 中 至 少 包含 
АР, 0) 的 一 个 这 :但 MST 中 只 能 有 一 个 CE, О) 的 边 ; 否则 组 
成 回路 , 故 这 个 边 必 属于 P, 0), Biure МР, О) + 

E WR e. TARRAA KERAPA, M MST 是 
唯一 的 . 

定理 33 设 5 是 所 有 点 的 集合 ,CC 其 5 的 非 空 子 集 ， 对 0C 的 
一 切 划 分 P，8 有 Drg < De,s-cs СА МУТ È S А MST Т 
Ж. 
证 骨 EE CHIRA Ps 0, 5 В = $ — С, 因为 

Der = Ры, в = min {Drz Dor? = Deg» 

由 设 Dro < Ders й Ора > Dros ЖА А(Р,8--Р) = ACP, О), 
出 定理 3.1, 5 的 MST 中 必 有 АСР, S — Р) В— “р, А 
属于 КР, Q), ЖЖННС M ST 是 5 的 MST 的 一 部 分 和 

现在 我 们 建立 最 短 上 距离 法 与 最 小 支撑 树 的 关系 ， 设 将 ?个 点 
хото DRT RR Gottes G,, 用 R(G,) 表示 类 G, 的 直径 ， 
定义 RCG) 为 G; ПЛО Ел В, JER RCG) = 
MMST(G;). 定义 分 美的 误差 函数 


. W (Gi, `... Ga) -par RCG)» (3.7) 
它 越 小 , 表示 分 类 越 台 理 ， ПЕН 
数 之 下 是 最 合理 的 . 


运用 最 短 距 离 法 开始 各 元 素 自 或 一 类 , 记 成 СО, e, С 
然后 第 一 步 合 并 其 呈 最 近 的 两 类 ,得 (x 一 DARRE G, 
ср; ЖАИНА АУ Са k) 类 为 600,55, С, НС 
ЖАНЫ WME СТЕ a НОЙ БЕЛӘ) ЖН ЧЕ, 则 由 定理 3.2 的 
RADA СА MST Ем, E MST 的 边 长 各 不 相等 ; 记 它 们 为 
оля... <. АТИ, FERDA 1, ИН, 
ЖЖМ Е ЖЕЙДЕ. 

引 理 3.2 ig СЕНО УАН, m) E yE Ps ¿k th 
第 Кї =< k << n ПОРН Ока 
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Пе, 1, 次 端 所 属 的 类 即 为 ?i 序 连 接 的 两 类 )。 ЯН Gib,--., 
С) ÉI MST 229 СИЧ MST ВТ. 

ШИН 对 不用 归纳 法 , 当 太 一 1 时 ,由 于 对 S7 У А Е 
G 中 一 切 边 中 最 短 的 ,结论 正确 . 设 忧 一 1) 步 以 前 结论 为 彭 , 这 
就 是 说 ， ск", е: С 39 MST аа» Tis +... Тали) 为 
САУ MST GEA т) пт, Нот ТУЗ АҺ. 55 
ha 我 们 首先 证 明 Gu-5,..., седі РИН 
IEE k. ЖА. ЖЕ СС”, АЗС р CI ZEE 
2 P < L. НЕСЛО", МТК, МЇ 
Т 一 [7U Treu Тан} — Has бача» tt; 1.1} АА нНшғын, 
将 站 加 人 到 工 中 ， 必 产生 一 个 回路 ， 这 个 回路 至 余 包 含 刀 的 一 个 
алал ¿G > К), ЖАС”, А БТ н Е, БИЕ 
AWM 支撑 树 ， 且 比 了 有 更 轻 的 重量 , 与 7 是 MST Ж. 故 
G, ..., СИ! 附 两 之 间 的 极 小 蚂 离 正 是 机 。 按 最 小 距离 法 
定义 第 多 步 应 侣 并 上 所 连接 的 两 类 , 记 它 们 为 GE i Geo, 
由 于 С = СҰС, ] = 1, e,n — k+l, ia i,j, 大 内 要 
考察 类 GAUGH 的 MST 为 工 的 子 集 就 够 了 .由 归纳 医 假 
БА, ссу со ПЕР, O 必 有 рр, Ш 
D ант ofk- 2600-0 — 6080 > le, AEM 33, GRU СИ Ay 
MST HA TRIT H 

定理 34 在 引 理 3.2 ARETA EJ k(l SS £ S< > — 1) Hi 
Е (СЮ, Д.С Ө 是 使 目标 函数 (3.7) 
运 到 极 小 的 精确 最 优 解 , 旦 这 个 解 是 唯一 的 

HEH НІА 32, GPP, e-r, СЮ М MST СЕ MST 
РЖ, TE . 

(Сет, ..., сю) = max M M S''( Gtis—hhyy = в 


> С, tty с, НЕСЯ, 如 有 W (G.. ++, Са) Z hks 则 证 明 
Tic, 5-6, сю} 为 精确 最 优 解 。 因为 由 最 短 上 距离 法 的 定 
X, АСИ, e73 СЮ} 中 任 两 类 之 间 的 距离 2 ln WR 
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{Gis e, Ga} 5 {[0P70, e, СЮ) ЖА, ШШ ЕЛЕ С (10), 
它 至 少 包 括 有 {сию 1i р 中 两 个 类 的 元 案 ， 不 妨 记 作 
т хин С, ri E СЮ, Se js Роб > |. 
(CH 223), НОЕ x, Бох, 的 一 切 链 中 其 景 大 边 长 不 小 于 
haa 这 说 明 ММУТСС,) > h-a D 1, к. 从 而 WEG, ---, 
Go > ias 这 不 仅 证 明了 {GP -.., СЮ} АНБ, 

当 写 中 > 个 点 之 间 的 更 离 相 等 的 时 候 ， 也 可 证 明 有 类 似 的 性 
质 ; 就 不 详细 讨论 了 了. 
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АЕ ЕЕ Г, 
求 分 类 的 方法 比较 准确 ， 此 外 系统 聚 类 法 要 存 人 距离 阵 Ро 或 
(Dob 57 较 大 时 占用 内 存 太 多 ,甚至 超过 计算 机 容量 ， 计 算 方 
甘 中 的 迁 代 法 的 思想 给 我 们 以 启发 ， 能 否 先 给 一 个 粗糙 的 初始 分 
类 :然后 用 某 种 原则 进行 修改 , 直至 分 类 比较 食 理 为 止 , 采用 这 种 
ЭЛЕКЕ ДЕШИ ЖЕНЕКЕ, 为 了 得 到 初始 分 类 。 有 时 设 
Б-НЫҢ АЛПЫ ЕН. 动态 聚 类 
ЕАН И КЕРІ ЖА: 


[最 从 分 类 | 
y 
| жаян | Less | 一 >| 初始 分 类 8) = 

L5 

ЕЁ —— 

分 

ж 


框图 的 每 一 部 分 均 有 很 多 种 方法 ， 这 些 方法 按 框图 进行 组 合 就 会 
得 到 各 种 动态 来 类 法 
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41 莫 权 点 的 选择 “所谓 凝 聚 点 就 是 一 批 有 代表 的 点 ， 是 谷 
形成 类 的 中 心 ,选择 凝聚 点 有 如 下 的 办 法 : 

G) 浣 经 验 选择 ， 如 果 对 问题 已 有 相当 的 了 解 。 样 品 如 何 大 
体 分 类 ,分 成 几 类 是 心中 有 数 的 ,这 时 将 每 一 类 选择 一 个 有 代表 性 
ОВЕ ЕЗБЕ д, 

(а) 将 数 据 人 为 地 分 成 所 类 ,计算 每 一 类 的 均值 ,将 这 些 均 值 
ЖЕЖ. 

Сы) 密度 法 。 先 人 为 地 定 二 个 正 数 ажаб>а), меен 
品 点 为 球 心 ， 以 41 为 半径 , 蓝 在 这 个 球 内 的 样品 数 ( 不 包括 球 心 的 
样品 ) 就 叫做 这 个 点 的 密度 ,因此 密度 是 2, 和 样品 点 的 函数 . 

首先 选择 具有 最 大 密度 的 样品 点 作为 第 一 凝聚 点 ， 选 择 次 大 
密度 的 样品 点 , 它 和 第 一 凝聚 点 的 距离 如 果 小 于 ds， 该 点 取消 ;如 
大 于 4， 该 点 作为 第 二 凝 式 点 ， 用 这 个 方法 按照 样品 的 密度 由 大 
到 小 地 选 下 去 , Е-Е АЕ ЖОҒ 4, МИЁ 
МЛ. Ж а, 一 24. 

#141 对 例 3.1 用 密度 法 , 取 dd 一 2, d — 4, 各 样 晶 点 的 密 
度 如 下 : 


11213 |415 [6171809 (112 3114115116] 1711811912021 


首先 选择 密度 最 大 的 хь 作为 第 一 凝聚 点 、 密 度 其 次 的 是 29 
和 Ха» 它们 与 *1з 的 距离 


ds, -4/82, Йола т" м/45, 4. == ,/25 = 5 
HAT do W хө, аза 作为 第 二 、 БЕН. 密度 为 2 的 样品 点 
很 多 ,我 们 按 祥 品 自然 顺序 来 考察 ， 最 后 还 选中 x; 和 ха 作为 凝聚 
ЖЕЛДЕҢ. 
(iv) 先 人 为 地 定 一 个 正 数 4, НЕ ЛЕШЕ Е-Е 
Е» АЕ И Л. > ПН ЛЕНЕ ЛЕ ДО ВЕ АЛАУ РН У У 
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ЖТ 4, ЖЕЛІНЕ» ындыны 再 依 
次 输入 下 一 个 样品 ， 

Сх) 当 样 品 数 = 较 大 时 、 可 随机 地 从 中 抽出 部 分 样品 (Т 个 ， 
1 一 四， 用 某 种 方法 【比如 系统 聚 类 活 ) 进行 聚 类 , 用 各 类 的 重心 
ТЕЗ ЖЖ д. 

42 初始 分 类 НІН AmaE БЕ y ЕПВ? 这 也 有 许 
多 方法 ,另外 初始 分 类 不 一 定 非 用 上 凝聚 点 不 可 ， 

O Жың УШ, ЗЫЛ БЕ ДИН. 

Gi) 园 择 了 一 批 凝 育 点 ， 每 个 凝聚 点 自 成 一 类 ， 样 品 依 次 进 
人 :每 进 一 个 样品 将 它们 划 人 最 近 凝 聚 点 的 一 类 .并 计算 该 类 的 重 
心 *, 以 这 个 重心 代 原 米 的 凝聚 点 ， 再 进 人 下 一 个 举 品 , 按 同 样 原则 
处 理 . 

(ш) 先 人 为 地 定 一 个 正 数 d, B G = {ау}. Ша ж) 
Ey d, < d, ШЖ х: ЩА Gis 否则 G, = [ хл}. ш A a ЕЗ 
ШАН» WEERT АЖ; С, +++, Go 每 个 类 第 一 次 进去 的 
样品 记 作 Жі,» рэ 9773 Жү, (显然 и = 1). ЖЖ min = 42, 211 


Жх 妇 入 达到 极 小 值 的 35 — Ж, ШЖ іліп, du; >d, ІШ 


Gyn = {=}. 
94.2 对 例 3.1 用 方法 (二) 进行 初始 分 类 ;, 取 4 = М 15, 
БІЗГЕ; 


Сіз із Жаз Xas X43 

Gy: Хз» Жаз Ху» Хз X93 

Су: хшз 

Сұ Хи» Жи» Хи» Хи» 5155 

Суг хыз диз Хз 493 

С, хи Zn. 
这 个 方法 的 过 点 是 速度 快 ， 每 个 样品 只 通过 一 次 , 计算 是 很 小 , 其 
缺点 是 结果 与 样品 次 序 有 关 ， 前 面 的 类 容易 比 后 夯 的 类 收集 更 多 
的 样品 . 
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Gv) 对 每 个 变量 先 人 为 好 定 一 个 正 数 2,(1 < ;i < т), & 
хн = [5/91 这 里 [x] 表示 取 不 超过 * 的 整数 ， 初始 分 类 采取 
这 样 的 原则 : * 和 ха АА < ль = хы» [^^ 1, ссе» т. 

这 个 方法 是 将 空间 划分 成 许 多 长 方 体 ， 局 一 长 方 体 的 样品 属 
于 一 类 。 因此 它 只 适 于 普 较 小 的 情况 , 当 妇 较 大 时 必须 导致 类 分 
得 过 多 . 

4.3 收 改 分 类 的 原则 有 了 初始 分 类 如 何 判 断 它 是 否 合理 
да? 这 就 需要 制定 一 些 原则 ， 这 和 神 原 则 很 多 ， 下 面 介绍 常见 的 几 
个 . | 

(А) МЕНЕ Т: 

(а) 选择 一 批 北京 点 ,并 定义 样品 之 间 的 距离 ; 

(b) Ял НДЫ ДИ БЫК Н Ж; 

(с) 计算 每 一 类 重心 ， ЖЕШ АРЕ ВНЕ. 如果 所 有 的 
新 颖 到 点 与 上 一 次 的 老 凝 聚 点 重合 ,过 程 终止 ,否则 回 到 (b). 

例 4.3 对 例 3.1 运用 按 批 修改 原则 进行 聚 类 ， 

ба) H ro хз 和 ry 为 凝聚 点 (运用 密度 法 取 4, = м5, 太一 
2/5 的 结果 》. 

СЬ) 初始 分 类 .这 里 
样本 之 间 采 用 的 是 欧 氏 距 
离 , 样 品 校 最 小 距离 归 关 ， 
HRR А 4.1, 其 中 国 
ж dgy =y 13, Шат 
ЖЖ. ВЕ — 
се, GM, бю, 

(c) Жиля. ия 
二 类 的 重心 : 

Ст; (4.5, 2.375), 
GP, (— 2.83, 2.335, 
G) = (—0.67, — 1.83), 
它们 与 愿 来 的 凝 率 点 不 同 , 政 将 重心 看 成 新 的 凝聚 点 ,将 样品 至 新 
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О.Ж 4.2, 2 rn ABLE, 
ані = ШІ, 

СТ: (4.5, 2.375), 

С»: (— 2.43, 2.86), 

GP, (— 0.67, — 1.83), 

Ешеоң GP BJ E D RP, Ц СО, с, СОВЕ ЕСА 
We a. ЖЕЗ ЖБ, ен 
果 同 图 42, 因此 最 终 分 类 
是 Со, GP, GIS. 

按 批 修改 靶 的 优点 是 
计算 量 小 ,速度 快 ,但 是 它 
的 分 类 结 困 依赖 于 最 初 凝 
RARA. НЮ 
择 Каз Хз» хо ЕЖЕ, 
则 分 类 的 结果 是 : 


图 +2 Су; ху Хи» Хы 


Са) хи ~ 565 
Су x — яң. 
ЕБ 42 Ж-Е, UMRE ль, ras Yus хо ЕН, ШӘ 
ВЕБЕ] ЗЕ IEE RH RE ха» Ха» Хо» Хи АДА, ПИ 
分 类 与 最 长 距离 法 一 致 | 
按 批 修改 法 有 如 下 的 一 些 变种 : 
(H) ИЯ (с) 改 为 ниж 
(с) А Жо. МЫҢ 
重心 联 线 的 对 称 点 作为 新 凝聚 点 (图 4.3). 


(L) 2% (а), (b) Жай, ЖАН: ко 
(0) 计算 每 一 类 的 均值 与 动 准 阵 , 计 aan 
算 每 个 样品 到 每 个 类 的 马 氏 距离 ， 按 最 短 п 


EJHA, ЗИ Ü b- khu 
全 一 样 则 过 程 终 正 ,否则 再 回 到 《ce 》， 
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《两 ) 按 批 骨 改 靶 由 一 个 样品 到 一 个 类 的 了 虐 离 是 采用 样品 到 该 
类 重心 的 距离 , 这 类 似 于 系统 距离 中 的 重心 法 。 我 们 让 然 可 以 设 
想 , 系 统 上 距离 中 其 它 定 多 法 也 避 可 用 来 定义 样品 与 类 之 1 辣 的 距离 , 比 
如 类 平均 读 的 定义 ， 一 个 样品 到 某 一 类 的 平方 距离 就 是 这 个 样品 
到 该 类 所 有 样品 平方 距离 的 平均 数 ， 

以 后 我 们 将 证 明 按 批 修改 法 的 过 程 是 收 雍 的 ， 有 时 为 了 节省 
计算 量 ,规定 这 个 近代 步 又 不 超过 7 {К.Н АДЫ, = 5. | 

(в) “ЕНСЕ Н а АЈА ОАЕ 
ЗЕ. э3— РЕЗАНИЯ В БЕ УВЕ E [ЕСЕ 
M pA X Hik pe ТЕРЕ irg В БЕ “kmen” Жі, 
HE MacQueen” 在 1967 年 提出 来 的 ， 随 后 许多 人 对 此 又 作 了 
ТЕЖЕ. 

Ж Йй АЕНА Р-Р F: 

G) 大 为 地 定 出 分 类 数目 k ВВГ А-В ( 按 样品 的 编号 ) 
ж. С 

(и) ЕЕ x- 个 样 喇 逐 个 进入 ,每 进入 一 个 样品 将 它 归 人 入 
最 近 的 凝聚 点 的 那 一 类 ， 随 即 计算 该 类 重心 ， 将 重心 代 营 原 凝 聚 

GD 将 这 = 个 样品 再 重头 至 昆 输 估 一遍, 每 进 人 一 个 样品 ,将 
它 归 人 最 近 的 凝聚 点 的 那 一 类 ,重新 计算 该 英 重 心 , 以 重心 代替 原 
HRA WR ”个 样品 通过 后 所 分 的 类 与 原来 的 没有 政变 。 过 程 
SERWERA Gi), 

RRRA а, ОЗЫ HAHAA BATA 
为 地 定 了 #， 有 了 时 定 得 并 不 合适 而 影响 分 类 效果 ,改进 的 办 法 是 在 
修改 分 类 的 过 程 中 类 的 数 由 可 以 根据 情况 有 所 变化 ， 太 近 的 类 可 
以 合并 ， 太 远 的 样品 可 以 分 离 出 来 产生 新 类 ， 改 进 后 聚 类 步 又 如 
下 : 

G) 人 为 地 定 出 三 个 数 忆 ,<c ЖІК, 

Gi) 取 前 & 个 样品 作为 凝聚 点 .计算 这 不 个 蜂 聚 点 两 两 之 问 
的 臣 离 ,如 最 小 的 拭 离 < <， 则 将 相应 两 疾 聚 点 合并 ,用 这 两 点 的 
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ЕЖЕ Ч КЕНТ иял Ж НОЕ 
均 2= с 为 止 。 Жап, АЙНУ B] Ве, 如 
有 < < BJ, ШИ ЖЕН Аа АШЫТ АЖ. 

(а) 将 余下 的 #5 一 万 个 样品 逐个 迁 入 ,每 进入 一 个 样品 ， 计 
т В ЕДІН. 如 最 小 的 距离 > R, ШИЕ АНЕ 
же ЕМЕН < R, ШЖ ЕРЕ ШЫН А БЕ ЕТТЕ 
ЖЕЕ ВОВ s, AREI E о А, РЕНО 
ж. 

Е AZER, 如 有 — с 的 用 上 一 步 的 办 法 将 
WE ШЕ ЗГЕ БЕ Л ЕН ЕН > с. 

Gv) 8 # 个 样品 从 头 至 屁 再 逐个 输入 ， НӘР (їн) 的 办 法 归 
类 ,但 与 Gü) 又 稍 有 不 同 , 尔 回 之 处 在 于 ， 某 个 样 尼 进入 后 , 如 分 
类 与 原来 的 一 样 , 则 重心 不 必 计 算 ;如 分 类 与 原来 的 不 同 , 所 涉及 
到 的 此 类 重心 都 要 重新 计算 . 

如 果 新 的 分 类 与 上 ~- 次 的 相同 , 则 药 类 过 程 结束 ,否则 再 重复 
ЖШ Gv). 

444 对 例 3.1 用 逐个 修改 法 进行 分 类 . 

(з) KARREZ, H k = 4,с = 2.5, R = 4.5, 


(4) Rumina TIE a = (9), =="). 


к == (2). и (ежа ETF do = 1 < c, Вх 


9 
会 并 ,它们 的 重心 是 为 一 )， 又 由 于 一 2 过 6; 将 各 与 #6 


合并 ,重心 是 为 一 СО л 5» н — 2.5 一 <， 项 不 将 它们 

合并 ,以 为 和 如 为 误 聚 点 ,相应 于 它们 的 两 美 , 记 作 G 和 Gr 
GDH (елаве новив вво VI 

和 2， 其 中 2 < R, 5 ЖЕНЕ AREJA G2 这 一 美 ， 这 


» 432 • 


时 G, 内 有 了 三 个 样品 to vo s EATR C IIR HE D fa 
CEN, 它 与 G, 重心 的 距离 是 3.06 >. 这 两 类 不 合并 。 然后 再 
进入 zs 重复 以 上 办 法 ,整个 这 类 情况 见 表 4.1。 我 们 看 到 , OEA 
到 ze 为 止 只 有 两 类 : 当 xu А. ЛЕ, [29 НА ӨНЕ АНОН ÉS EJ 
大 于 R, # xu 应 单独 成 一 类 б), ВНЕ хо» Жаз Ж х5 АА ©з, 

xu 与 如 的 重心 最 近 ，xw 门人 Ga， 随后 ху» fiss хө Хю HA Сз» 

хн 与 三 类 的 距离 均 太 于 R, НЯ С. 

| 这 一 步 我 们 得 到 了 四 类 : [z x2} > {хз ~ Xis tisto ілу ~ 
tiss Хи ~ а)» {en}. 

(ту) 将 样品 从 41 = Ін 骨 输 入 一遍: 这 时 хз 从 G; ЖА Gis “1 
Ы G; ҒА Gs, хо М Сз Ga 

握 将 样品 从 头 至 尾 输 人 一 次 , 这 时 只 有 x, ЫС, 转 到 G. Ж 
Па ЛЕ, УЖЕ, ЕЕ. НН 4.4, 

关于 这 个 算法 有 几 点 ! 
要 说 明 的 : 

G) PR (19) 有 丙种 
理解 ， 以 刚才 的 例子 来 说 
ВА. Е КМЗ 
АВ, 首先 进入 д» АМ 
НН, AER 
нед жыш Ж 
点 的 距离 以 决定 其 分 类 ; 
另 一 种 理解 是 。 因 为 И 
于 Gu 计算 G, 的 重心 时 应 将 n 除去 ， 另 三 个 凝聚 点 不 动 ， 两 种 
理解 在 大 部 分 情况 下 结论 基 一 致 的 ， 

《ia 将 步骤 (тү) 改 为 用 马 氏 距离 或 平均 距离 等 其 他 距离 
果 用 蕊 氏 谍 离 当 进入 一 个 样品 或 减少 一 кке нылатын 
ЫЫ Бе. TE ES H T НЕ: ДА. 
GD 样品 的 输入 次 序 会 影响 分 类 的 结果 。 例 4.4 如 采样 品 从 
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о-“-) 


———— 


------- 


с-“%-0 


ву “шү 


Ty ішу 


вх 


(49°0'568'1—) 


(19°0°68°1—) 
(Ел) 


(r'o rg) 
《89 аа 2-0 
(9870552) 


CEEI EI) 


(Ире) 
ИЕ) 
ЕЕ) 

G'E) 
Ea) 


тулу 


HY Ty 
dw Ty 


CEST EEE) 


CEB T ЕҢ С) 
(2108 
Ст) 


с: x 
$ iy 
ny 
пу 


беа 


Өггеее) 
(тс СЮ 
себе) 

(ро 

о 

онеге 

“о 

3 q Ж 


ty “ү 


сес 


тү 


(съ) 


(бирт) 


— 


CEES roo) 


— 


Е 


ryty 


tyly 


iy тұ ту 


г“ “тр 


а H 


пх 


оту 


THYE 
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хи 至 如 的 次 序 来 输入 ， 三 个 参数 R. с, АЮВИНЛОХ, ШЕ? 
分 类 见 图 45， 汶 说 明 最 初 秦 聚 点 的 选择 会 影响 分 类 结果 。 ПП 
MacQueen 认为 没有 影响 


q жана, БЕН | 
REMIRAR, ла 
B k ВЕ НЫЕ | А 


是 随机 的 ) ЕВЕ ОЖ 
合适 ,而 应 当选 得 更 有 人 
s kE, 

Gv) 三 个 参数 的 取 值 
会 影响 分 类 效果 ， 读 者 可 ë 
以 试 一 下 当下 一 4, с=2.5, 

R = 4.4 3k = 1, c — 4, 
R = 5, Нан 531 = Жз 
的 顺序 输入 会 有 什么 样 的 分 类 结果 . 

(C) 逐个 修改 法 的 变种 一 一 Isodata 由 于 上 述 的 逐个 修改 法 
分 类 结果 有 很 大 的 不 确定 性 ,促使 人 们 设法 去 改进 它们 ,有 关 的 研 
究 很 多 ,其 中 以 Fodatapa 命名 的 方法 是 这 一 类 方法 中 最 精细 的 一 
个 , 它 是 美国 标准 研究 所 花 了 好 几 年 的 时 间 研 究 而 来 的 ,这 个 方法 
ВУЗЕ Г: 

G) 大 为 选择 七 个 控制 参数 М5, ТМ, ТЕ, МТ, ТС, ND 和 
іХ, 

Сн) АННЕ, ВЕРОВАО MERA. 

GD ВЕН A ЭТА жн. ЖЕ s 个 样品 没有 全 部 归 类 之 
前 凝 紊 点 不 变 ,然后 重新 计算 每 类 重心 ， жаа ыы 
和 揽 这 个 步骤 ws 次 或 者 至 收敛 为 止 。 

(зу) н ВИНЫ < TN, АНЫН» ЖЕЖ 
参加 下 面 的 运算 . . i 

Cy) 按 如 下 的 原则 将 类 进行 合并 或 分 解 : 

(а) ВЕНЕ k 2 2ND， 则 可 合并 ; = 
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(b) 如 类 的 数目 k< + Np, 则 要 分 解 ; 


Ce》 却 类 的 数目 多 在 上 述 界限 之 间 , 则 当 《 是 奇数 时 要 分 解 ， 
和 是 偶数 时 要 合并 . 

(м) 计算 各 类 重心 将 它们 作 比 聚 点 ,用 (ш) 将 样品 分 类 

(хн) 重复 Gv) (у) (vi) ІХ X. 

在 类 合并 过 程 中 ， 重心 需 要 重新 计算 , PTE Т ЕНІНІҢ < 
TC、 则 合并 这 两 类 ,并 重新 计算 这 个 新 类 与 其 它 类 的 臣 离 。 这 个 
过 程 最 多 NT 次 
在 分 解 过 程 中 ， 对 茶 个 类 G, 如 某 个 变量 - Вр ЕНЕ 8 
s > ТЕо Нано) 为 全部 样品 的 =, 的 标准 差 ， 则 将 С, 一 分 为 
二 ,以 =; 在 G 中 的 均值 来 划 强 ， 均 值 以 上 的 为 一 类 ， 其 余 的 为 另 
一 类 . 计算 这 两 个 新 类 的 重心 ， 这 两 个 重心 之 闻 的 距离 如 大 于 
LITC, 则 这 个 分 解 是 采纳 的 ,否则 不 作 分 解 . 

44 ИРЕН екн ЕТЕ МЖ 最 初 
МасОаеел" 对 #—тсап БЫЛДЫ ЕЛ Ы Y ЕЯ, х 
ЖЕНЕ Ж. 后 来 Didy 适用 初等 的 方法 给 了 一 个 证 
明 , 这 里 选择 的 是 Diday 的 证 明 , 主 要 针对 按 批 修改 法 . 

i ЕС Relm 维 欧 氏 空间 )， 互 是 有 限 点 的 集 台 ， 天 是 给 定 的 


EER P (Ро 5555 Р ЕВО (ВПР, ПР, 一 由 一 切 


k 


ixj U P, Е), 一切 这 种 划分 的 集合 记 做 P. $ LHH 
可 能 做 凝 傅 点 的 集合 ( 当 产生 凝 诊 点 的 办 法 确定 后 , 上 也 是 一 个 有 
限 点 集 ), 令 
s, = {ls Як) | Е у= 1, -ls (4.1) 
Ra 中 年 两 点 z, У ВОВЕ Н Р(х, у) Жл. БАРГ BASE S 
L, = Ch; с» 2,06 АРЕ 由 它 可 将 E 作 一 个 分 类 P = КГ.) 一 
СР,, УР)» 其 中 
P; = (z|D(xz, А) = Р(х, А), р l; rski zE E}, (4.2) 
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RA EERDER ERORAR. 对 于 落 存 P, ЯП РС 2 J, 
ііз"1,2,:-5 А) 上 的 点 ;可 任意 分 到 Pi 和 PP 中 任 一 类 . 《有 
时 将 这 些 点 暂 不 归 类 .) 

反之 ; 任 给 了 一 个 分 类 PP 一 (Р, +++, Р), Ф 


RCO, i, Р) = У, DÇ, 4), (4.3) 
ЖЕРІ 
mE 4 使 得 
ЕС, i, P) = min Е(2,1, Р), . (4.4) 


显然 这 种 4; 一定 存 在 , 令 L, = (И, +++, А) = gtP)， 它 就 是 新 
的 凝聚 点 . 

& V = (Гь, Р), 它 代 表 了 茶 种 分 类 , 定义 分 类 的 误差 函数 
《此 处 L, = (Сї, "о 4,22 


W(V)— W(L,, Р) = > RCA r, Р), (4.5) 


如 果 存 在 V* 使 得 
WCO < (Р), ТЕЗ, x Pa 
我 们 称 V* УИ, 
任 一 个 初始 分 类 РӘ, Нн (4. 们 产生 凝聚 点 LO — gCP)， 
H LO JB (4.2) 产生 新 的 分 类 РӘ = К), Яң LY = (РУ), 
Р® = 19); -. ЗЕ ЕТЕ 
LÐ = р(РОЭ), РФ = ҚІМ-9), ¿= 1„2,„--+, (4.6) 
令 V, = (Lun, РО), m= WC.) WREE M 2-0, 使 得 
ими, V, = P = (Ё, В), WOY = 2, W. P ІШІ ае LRR, 
JEER Ve ВА. В, 当初 始 分 类 PO 不 同时 , ШЕСЕ Ы 
可 能 不 同 . 
下 面 我 们 用 “ ”表示 复合 函数 , 即 g*fCx) 一 ЕС 0а). 
定义 4.1 ЖЕНЕ Eh В EN) 
W Са.) ӘС D EW Cerf Lr) КГА) (4.7) 
对 一 切 LE SZ 成 立 , 则 称 丸 是 半 方 的 《Semi-square) М.(47)% 
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аа 
W(a(P), gC) = W CCP), Р), РЄ ZP, (4.8) 
定理 41 ШЕКА, н„ SS US FEE КОХ. 
证 明 


* 
иы = WÈLO, реғоу 一 У; min Rà, i, P+) 
іші 


k 
= > RCA, i, PUTS) 一 WEL, резусы, 
i=l 


最 后 一 步 利 用 了 RR 是 半 方 的 假定 非 
Жі 如 果 
WL FD EW Р), PELLE Lar PE Ф, (4.9) 
MR 267789. f 
证 明 М еж) (4.9) № Е, 得 
(еж КЕ). Із" КГА) < (ЖКТ), Р), РЕ Zy 
ЧЕХ P КЕ.) ИЗ 47) 
注意 ;由 于 Fa L, 的 有 限 性 , W 一 闪 只 能 取 有 限 个 值 ,由 w, 
单调 下 降 , 尖 n 充分 大 时 ，#, 保持 不 变 ， 以 后 村 经 常用 到 这 个 事 
实 . 
Ж2 如 果 民 采用 (4.3) REX, Ди, ИРЕН. 
证 明 我 们 验证 它 满 足 (49), Е— PER L, € Zio 
КІ.) = О = (Qp ts о» 


k 
СЕ,» Р) 一 > > Әсх, А, 


j= ғ; 


-55 > р(х, а) > Ў) 5 ка, 1.) 


іші іші z#EP;UD; i=1 іші ЕРО; 


k 
一 > >; D(x, 7) т" ЕСЕ к» 


іші хей; 
再 由 系 1 及 定理 4.1 HEH 
定义 42 шР--(І,,Руе Z, x Р, Е 
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P = }=р(р), L, = g x КІН» (4.10) 

则 称 耻 是 无 偏 的 , 

定理 4.2 如 了 R 是 半 方 的 , 且 对 任意 P, i, В (А, PD 的 
极 小 值 对 应 的 L 是 唯一 的 , 则 У. НЫН E: x e is. 

ИЕН IS E EE, Pr SZ, 也 是 有 限 集 ,由 定理 4.1， 
и, 的 极限 是 能 够 达到 的 , 妈 存 在 六 > 0, 35 => Р, z, = н*,Щ 
定理 41 的 证 明 过 程 有 

w, == W (Lt; Рез) 一 W (Lt, рез) 一 W (Let, рез») 


* 
(іе, речь) = У) Ват, рө) 


іші 


қ 
= >; Еле», i, рет 


ізі 

= (LOTO, ріннуу, 
从 而 对 每 个 # 

ROH, ç, ржы) = RC, i Р), 
Ве А 的 唯一 性 , АН д" 一 ау», АК (Ч пс N 
ШЇ АЖЕК ГО) = БО, 从 而 рез. pta, АНУ Ж 
ERRE t 

Жі WR АЕ 
Р(х, а) = (x — АУ Ale а), ` (4315 
则 定理 4.2 的 条 性 满足 . 
ШЕҢ 由 定义 (这 时 由 定理 4.1 # 2, РЕН) 
| RCO i, P) — >Уу(х— 2) 4(: — а), 


w£ P; 


BR 
2S m — 2 © Al — a)n. 
Әд > @ — 22 


如 用 п, 表示 Р, руно, Z, 表示 P; 的 重心 , LANARI A 
得 > (= — 2)= 0, HE 


жер, 
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这 证 明了 4 的 唯一 性 . 
#2 Dls, 4) ШЕЕ ТА АЕ EE 4.2 的 条 件 满 


E. 
这 几 个 定理 和 系 解决 了 按 批 修改 靶 的 收敛 性 ， 对 于 逐个 修改 
读 可 以 设法 将 有 关 定 理 搬 过 去 ,这 里 就 不 详细 讨论 了 了 ， 


55. 5 解 法 


系统 聚 类 是 将 类 由 多 到 少 , 另 一 种 分 类 的 思想 旦 类 中 少 到 多 ， 
开始 全 体 样 品 生 为 一 类 ,然后 分 成 两 类 ,三 类 ,，… 直 至 所 有 的 拜 归 
ж 8 8-2%. 

51 一 分 为 二 法 ”这 是 将 某 一 类 分 解 为 两 子 类 的 方 革 :然后 对 
其 子 类 又 可 一 分 为 二 . БИС" ЛЕ, БЮТ С, 
G, 9 т Ж п, ТЕ, ВАЕ А20 ВЯ, Ся. № 
С, Gi 和 G; 的 离 差 平方 和 为 


$ = 2 — EY Car — E), | Е (5.1) 
5, = >; Сх; — T) (z, -- xr s і == 1,2, (5.2) 
x;€ G; 


如 果 类 分 解 得 合理 ;应 使 5 十 S, tal ge b A. ВО S — S, — S, ДА 
可 能 地 天 . 


ЕН (2.20) 
S — $, — $, = = (x, 一 5) (а 一 到)， (5.3) 
或 者 
人 一 3 一 中 mm 一 CR — z), (5.4) . 
у 


就 以 表示 5 — S, — ЧЕЛ = ЖЕК. ЗЕЕ В А 
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BA. п 个 样品 分 成 二 类 ,一 切 可 能 的 分 法 有 27-1 种 , 4 n 稍 大 
时 要 比较 这 么 多 分 类 是 赤 麻 烦 了 ,于 是 只 好 放弃 求 精 确 景 优 解 , 代 
之 以 局 部 最 优 钥 , 下 面 是 一 种 局 部 最 优 解 程序 ;一 开始 所 有 样品 均 
在 G 中 , 首先 找 一 个 样 , 将 它 划 人 到 С, hik E RIRA REAN 
找 第 二 个 样品 ,将 它 划 人 到 С, 中 使 吾 达 到 极 大 ,如 此 分 下 去 , 革 个 
样品 一 旦 划 人 到 G, ЖАТ. $ Е(1),Е(2).---ЕОУ) 06, 
有 一 个 简 ， 二 个 样 ，…， 大 个 样 的 互信 ,那么 一 定 存 在 К* 使 得 
E") — mar Е), РАН R REA G, 的 祥 为 一 类 , ЖЯ 
n — 个 样 为 另 一 类 就 是 我 们 寻求 的 分 类 . 

例 5.1 对 例 3.1 使 用 一 分 为 二 法 ， 

Ян РЕ 38 ОЬ} G = {Aki G ЕЕ, 如 
жам GORIA СЮ д: АНК EL Ж Е=23.40, 类 似 地 ,如 将 
xp сә ха 划 到 GP Е НИН Я: 14.65, 15.35, 4.65, 
18,80, 14,25, 19.40, 29,80, 29.45, 43,35, 26,25, 8.20, 14.95, 
16.35, 34.75, 0.20, 6.25, 12.20, 8,80, 22,80, 56.60, ЖЫНЫС 
{@4#&56.60, ED EC) = 56.60, 那么 第 一 次 将 ra 划 到 G rh, T 
HERA: GP 一 [zu "> ха}, GP = {хи}. 然后 在 GP hig 
一 个 样品 划 到 СӘ {Н E 达到 极 大 ,结果 以 хи 划 入 到 GP rh E 35 
到 极 大 ,相应 的 8C2) 一 79.156， 类 似 的 结果 见 表 51, 我 们 看 到 以 
E(10) = 213.07 达到 级 大 :从 而 第 一 -次 分 解 结果 为 G 一 {ху хи 
жұ)» Са 一 {ху ~ Xss хрр 7-7 хи} 而 E(10) = 213.07 可 以 看 作 第 


表 5.1 一 分 为 二 法 


k 

т Жа 56.60 8 каз 176.95 15 хз 181.32 
2 та 79.16 9 жө 195.26 16 РЯ 157.11 
3 Хз 90.90 10 кү 213.07 17 x, 138.60 
4 РЯ 102.61 11 кы | 212.01 18 = 118.90 
5 жа 120.11 12 т; 202.90 19 РА 25.53 
6 жә | 137.1: 13. ғ, 199.23 20 х, 43.35 
" ж 154.11 14 r, 180.74 
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一 次 分 解 的 虑 离 , 记 成 ЕЕБСЬ) = 213.07. ЕС 和 С, 分 别 用 
一 分 为 二 法 ,相应 的 最 大 王 剑 分 别 为 64.47 和 58.5, 收 第 二 次 应 分 
解 G, 相应 的 两 类 记 成 G3 和 6, EEQ) = 64.47， 这 时 实际 有 三 
类 G,, С, СКС: = G U Ga), 然后 再 选 其 中 的 一 类 分 和 解 使 E 达 到 
极 太 ，… 直 至 所 有 的 样品 独自 成 一 类 为 止 ， 而 每 次 分 解 时 的 五 值 
(ЕЕ(1), EEQ) --:) 可 以 用 来 画 聚 类 图 ,将 EE(1), EEQ) -+ 
等 看 作 平 方 距离 ,作成 图 5.1, ДЕГІ, БЕН 
一 致 。 而 一 分 为 二 法 不 需 大 县 内 件 , 计 算 量 电 不 天 ,因此 是 值得 推 
荐 的 一 秘方 法 ， 
5.2 分 解法 (可 以 选择 变量 的 分 解法 ) 在 我 们 所 讨论 过 的 许 
多 聚 类 方法 中 ,在 整个 分 类 过 程 中 亚 个 指标 都 在 起 作用 ,但 有 时 这 
"АЖ ЕЖА, 当 类 不 太 大 时 ,起 主要 作用 的 指标 一 般 不 会 
太 多 ,而 将 过 多 的 无 用 的 指标 混入 其 中 , 只 会 起 干 抗 作用 , 并 无 其 
它 好 处 ， 允 图 5.2 实际 有 三 类 ,和 如果 第 一 次 分 解 为 两 类 (б, Gh 
с» 这 时 如 将 {Go G) НОЖ, 变量 = 已 不 起 什么 作用 , ИД? 
EH =з ЖИЕ. АЛТ МЕТАН НІ, 


а? 1 $ £ w 12 H 
图 5.1 RAE m 52 


ЖМА хз i = 1, "ml, тз 表示 第 i 个 样品 的 第 
i 个 指标 ,每 个 指标 的 样本 标准 差 记 为 Stt oS BMRA E 
110, Т, ttes Ты 为 事 党 人 为 规定 的 病人 和 值 ， 如 果 基 一 些 样品 组 成 
的 一 类 G6, 该 类 样 品 的 每 个 指标 的 标准 差 记 汐 SP, 6-6,5, 如 对 其 
Мі, 87 Т, 表明 指标 ЗЕ СИ, БІНДЕ. 由 
于 我 们 采用 的 是 分 解法 ,类 越 分 越 小 , 当 某 个 指标 =; 在 某 一 次 分 
类 中 去 掉 后 ， 在 其 一 切 的 子 类 中 均 要 去 掉 ， 所 以 变量 只 会 越 来 越 
少 ， 变 量 乌 先后 ,每 一 次 分 类 都 用 一 分 为 二 法 . 

0152 设 有 6 个 料 : 每 个 样 测 了 6 个 指标 ,数据 见 表 5.2， 取 
HE 下 一 一 一 和 


首先 计算 各 列 标 准 差 站 3， 它们 分 别 是 5) 一 325.47, 
51 = 345.47, 51-- 415,10, Si == 146,17, 51 = 419.87, S= 165,90, 
ЊК тї 一 25, 第 一 次 分 解 时 六 个 指标 都 要 ,用 一 分 为 二 法 分 成 
两 类 {1,2,3}, {4, 5, 6}, 分别 记 作 G, 和 Gs。 在 6; 中 计算 各 列 
的 方差 , 它们 是 6,33, 28.00, 33.33, 165.33, 281.33, 160,33, 其 
中 第 一 个 = Т, 其 余 均 大 于 т", 因此 在 分 解 а; и Еа ”\ шін, = 
用 一 分 为 二 法 将 它 分 成 两 类 ; G — {2}, G, 一 (1, 3), 为 了 形象 
地 表达 这 一 过 程 : 列 成 表 5.3 的 形式 , 注意 家中 样品 的 次 序 已 作 了 
交换 ,使 得 同类 的 样品 相互 邻接 ， 

G4 已 不 能 青 分 了 С. 还 可 能 分 , 它 的 五 个 指标 的 标准 差 中 除 
= BJ F ТАНКЕ 7, 于 是 除去 “s, 用 "із "as “4s =; С5 
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一 分 为 二 , 分 成 cs — (1), G, — (3), 这 两 类 当然 无 需 再 分 。 最 
后 看 Cs НАЧНИ < т, G3 不 要 分 解 了 ,最 
终 分 类 列 于 表 5.4, 


#54 最 终 分 类 

ҚҰТ _ j 

Нав Те. Ы 
2 25 14 87 
1 49 39 59 
3 20 23 27 
4 54 44 36 
5 56 42 35 
8 50 45 33 


在 分 解法 的 计算 过 程 中 由 于 要 计算 一 系列 方 区。 为 了 篇 贷 计 
算 , 可 用 极 差 来 代替 ,有 关 的 内 容 可 参看 [48], [491. 


$ 6. 有 序 样品 的 聚 类 与 预报 


迄今 我 们 分 类 的 样品 是 相互 独立 的 ,分 类 时 彼此 是 平等 的 .但 
在 有 一 些 问题 中 :情况 有 记 不 同 。 例 如 在 守 瑟 裔 探 中 ,通过 岩心 欲 
将 节 层 分 业 , 这 时 岩心 所 在 的 位 置 《 即 样品 的 次 序 ) 在 分 类 时 是 不 
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能 打 乱 的 ,如 图 6.1 中 (а) 的 分 类 是 合理 的 ，Cb) 的 分 类 是 不 允许 
的 。 即 分 类 时 不 能 打 乱 样品 原来 的 次 序 ， 如 用 z `" z, AREE 
品 ， КЕ ЕДЕ, ЕЗ Жұл» 7773 сі 

хз}, 2201,20, KERERE в ); 

这 种 分 类 , 称 为 分 割 ,更 为 形象 一 些 , хо G. 

如 在 研究 天 气 演变 的 历史 时 ， 样 品 是 按 c 


На АЈДЕ НЕ, ІК РЕАК НЕНТ с, с, 
乱 : ШЖ № PE Pe h ӨНЕ, 由 
TEJ Ял ТЕ» ЯН о) о» 
来 什么 影响 呢 ? 图 51 


64 可 能 的 分 类 数目 ARTIR MEERE e 
平等 的 , 则 一 二 可 能 的 分 法 有 ( 参 (2.15) R) 


1 N i -i к п 
(п D = 2 СИ (;): s (6.1) 
而 对 于 有 序 样 品 , "ЛЫ ЛӘ А 3889—EJul ЕЕН НЕ 
, _ п — 1 
Е'(а› К) ( - 1)» (6.2) 


这 是 容易 证 明 的 ,= 个 有 序 样 品 有 (в 一 1) 个 间隔, 分 成 机 类 就 是 
在 这 O 一 1) лир [RR T”, aki (一 DD) = (” T ) 
种 可 能 ;如 时 分 成 三 类 ,就 是 在 这 O 一 1) +I: tp ЕИ 
GP 故 有 (”。 ) 种 可 能 ;要 分 或 所 类 ,就 是 插 上 一 1 个 “要 


т”, _ |) жи. 579048 62, ЖЕ КО, © 一 
OCK) Ка, Ю 004), 当 # 较 大 时 Кв, K) < RCs D, Ж 


нЕ 


ші 6.2 
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有 序 样品 的 束 类 问题 要 简单 一 些 . 公式 《6.2) ЕНИ, М 
证 明 (6.1). | 

51861 НЕА 

RG, К) = RRCa —1, №) + Е(п-1,5-1). (6.3) 

ШЕҢ ”从 # 个 样品 中 任 取出 一 个 样品 ,有 两 种 可 能 性 ,一 是 这 
个 样品 自 成 一 次, 其 余 о 一 1 个 样品 分 成 下 一 1 类 ; 另 一 是 其 余 
п 一 1 个 样品 分 成 训 类 ,取出 的 这 个 样品 加 入 到 万 类 中 的 任 一 类 . 
前 者 是 右边 第 二 项 ,后 者 是 第 一 项 间 


引 理 6.2 
0, АО іс», 
Е(л, К) {i жи (6.4) 
证 明 是 容易 的 ， | 
Š Т 
引 再 6.3 хс-о-(- = (6.5) 


ШЕВА 4% К) = (z 一 1)*， 将 它 展开 
ко — D ео (9), 
іге іе 
ЕКІ) = 0, 10701) 正好 是 (6.5) А 
EM 61 R(n, А) Ж (6.1) 的 表达 式 . 
НН, М К = 1 8] (s HE) 由 引 理 6.2 公式 成 立 ， 当 
k = 2 WF, (6.3) 
 R(n,2) = 2R(a —1, 2) + Rr — 1, 1) 
= Rín — 1,2) + 1 
= 4R(sn —2, 2) +241=..* 
一 2972 + 28... 2+1 


== 29-1 — l 
而 (6.0) 右 一 六 (2 — 2) = r, ЖАН, 
ÉE (6.1) 对 大 一 1 对 ;要 证 对 不 成 立 , 田 (6.3) 不 难得 到 
Ra, K) 一 > РАКЕ), (6.6) 


2 
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由 归纳 法 假设 
R(n, Ы = > к 


> (фт (+ а, 


у; = 


ЖӘЕ ЛИЕ ТАЖ 
О 
іші 


` 


аа" (а 
i in" 

-- Ул (-із-еі ез z- 
iik li) ип 


осо ии 
Бій 1-0 д} 

Е О нора / 
К! 11-2)! Т. Қ СТЕР 


к-1 ҮР | 
ы СОК)” 
в 1 8 8-1 
-£7 (—1)* ССр 
二 引 理 6.3， 上 式 右 第 二 项 为 
о (0) (К) 


{= 


kt- 


- ОЖ /k—1 
= coe ( i )- G 
-0-1---1, 
从 而 证 明了 (6.1) + 
62 КУШ: 这 个 方法 用 来 分 类 的 依据 是 离 莽 平方 和 ,但 
由 于 R'(n, K) № Rs, А) 小 得 多 , НЕЕ: 
方法 又 有 所 不 右 ;前尘 可 以 求 得 精确 最 优 解 ,而 后 者 只 能 求 得 局 部 
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最 优 解 。 这 个 方法 首先 是 由 Fisher 提出 采 的 ， 许 多 世上 又 称 为 
Fisher ЖЫ. 
设 样 品 依次 是 ro ха» ее r, (CETE по ЕЕ ВЕ), Б ЗУ РЕ 
的 步骤 大 致 如 下 : 
G) 定义 类 的 直径 ” 设 其 一 类 Gy E {ro sms't tihi > 
i 它们 的 均值 记 成 
Ж = — У хр. (6.7) 


— 2 


G5 的 直径 用 DO, j) 表示 ,常用 的 直径 是 


DG, р = Уб 8) Ga ~ Z). (6.8) ` 
іті 
当 六 一 1 时 ,有 时 用 直径 


DCi, р — > |а; — Zylo 


其 中 x; 是 (x, кіз tt’ ху) 的 中 位 数 . 

Gi) 定义 目标 函数 ”将 * 个 样品 分 成 志 装 , 设 沫 一 种 分 法 是 ; 
Р(л, k): іе» Yia 5773 жұға)» {xis Хрыз 77» х,» +» ЕЕ 
арыз 777» х.) 或 篇 记 成 

P(n, k): {isf t la tts di — Lha {is ttt 
is 1], tes {ip ttn 
其 中 分 点 1=а<А< La йы я. 定义 这 种 分 类 的 
ВЖЕ 


«ІРО, 01- > DCi ia — 1). (6.9) 


жз, А ЕКІ. їр», ҚА ЗЕН ЗЕ JX, 75 
类 是 合理 的 。 因此 要 寻找 一 种 分 法 Ре, K) 使 且 标 函数 达 汉 极 
МАКРО, j) ЖА [PG 门 ] 达到 极 小 的 分 类 ， 

ОС) 精确 最 优 解 的 求法 ”容易 验证 有 如 下 的 递 推 公式 : 
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e[P(n, 251 一 „тіз {0(1, j — 1) + DG, пу}, (6.102 
s[P(a, КУ] = min {e[PG — Lk — 12] + DGn)), (6.11) 


当 我 们 要 分 不 类 时 ,首先 找 j 使 46.11) 达到 极 小 , 即 
е1Р(л, КУ = [Ри — 1s k — 1)] + Бі»). (6.12) 
FEG = АЗ, Ri, ЖЕ Е 
РС — 1, k — 1)] = е [Ра —1›& 2)] 
+ Pi ік- E) 

得 到 类 Ga = (аа …-， 关 一 1 类似 的 方法 得 到 所 有 类 
б, `" Gp 这 就 是 我 们 欲求 的 最 优 解 。 

例 6.1 为 了 了 解 儿童 的 生 医 发 育 规律 , 今 统计 了 男孩 从 出 生 
至 十 一 岁 ( 为 了 节省 篇 幅 数 据 只 取 到 十 一 岁 ) 每 年 平均 增长 的 重 早 
如 下 : | 


年 м 


Rn EL (ЖА) 9.311.8|1.9(1.711.5/1.3|1.412,011.812.3|2.1 


将 它们 点 在 图 63 上 。 这 是 一 个 有 序 样品 的 聚 类 问题 ,用 最 优 分 割 
ëE, 
G) 计算 直径 {DG,7}， п 
用 (6.8) 的 定义 ,其 结果 列 于 表 
6.1. . 
а) бели, kŠ 
{е[Р(#, p] 3 & i =: 11, 2 < 4 
< B2& H (610) 计算 2 
ГІР, 22], За 111, = 
FITE 6.2 的 了 一 2 的 一 列 , 括 2 
е ЖЖЖ «ІР, а 6з 
201 时 达到 极 小 值 的 那个 足 码 。 ЗЕЕ, Жж 
Я-А {to хә Сэ zi) 2 < i < 11 В, ДКК, #6 
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жет1 Ш £ Л 


; БҸ 1 2 |з |4 5 6 7 8 10 
2 8.125 
3 [37.007] 0.005 
4  |42.208] 0.020 | 0.020 
5 [5.997 0.088 | 0.080 [0 020 
5 [49.1281 0.23210.200 0.080 [0.020 
7 151.100 0.280 [0.232 [0.088 [0.020 | 0.005 
8  [51.52910.417 10.393 [0.308 [0.29010.287 0.180 
$ 151.980] 0.469 | 0.454 |0.293 10.388 |0.37010.207 | 0.005 
10 [62.029 0.802|0.800 [0.7741 0.77310.708 10.4201 6.087 |0.080 
Il 


52.182].0.900 | 0.909 [0.895 10.889 |0.793 0.452] 0.088 [0.080 | 9,020 


以 Сіз" {=}, с, 一 {х›› "3 д;] 的 分 法 为 最 优 。 其 次 利用 (6.11) 
计算 {РС 3)1, 45:31}, ВЯ 6.2 中 一 3 的 一 列 ， 
类 似 可 计算 表 6.2 中 其 它 各 列 。 = 

(ш) 先行 分 类 例如 我 们 希望 分 成 三 类 , k= 3, НЕ 6.2, 
гЇР(11, 3)] 一 0.368， 相 应 hm 8， 这 说 明 精 确 最 优 解 的 上 且 标 函 
ЖЕ 0.368, 分 类 时 首先 分 出 第 三 类 Сз — {rs х» хи» хи}. 再 对 | 
前 7 ТЕ БЖ 6.2, гІР(7, 2] = 0.280, %--2, ВП 
б, == ік» *' 22}, МІ Gi = {м}, ҒАНА еі 
况 , 列 于 表 6.3。 | 

(ч) k. ПЕД ЛЕЯ Я СЕ А. 当然 最 好 . 当 
ЫЛАН Ы RE АҚЫ, ХӘ еІр(», КУ] Ж] К EE, 对 例 
6.1 作成 图 6.4, ПЕНЕН k = 3, 4 ЖФ, 以 分 三 类 或 四 
жоі. 

北京 大 学 地 质 系 ,他 们 将 最 优 分 割 法 用 于 地 质 体 进 行 分 层 , 分 
锯 , 他 们 选择 了 震 旦 纪 的 地 层 每 10 公 尺 取 一 个 样 , 共 135 个 样 :每 
个 样 测 了 化 学 人 分析, 果子 光谱 分 析 , 光 谱 半 定量 分 析 等 12 个 指标 ， 
了 原 地 质 层 分 成 四 层 是 锯 知 的 ， 经 用 最 优 分 割 法 以 分 成 五 类 与 实际 
最 吻合 , 情 帝 如 下 : 
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《FT?500-0 | Croto o 


Crosta | аовов | («Тен0 


С01)010'0 С01)0Е0`°40 


V 
(8250070 


(01)500*@ С01)510°0 


n 
《830T070 (8257070 
(asooo  (8)010 0 


C9)500°0 


(01259070 | (ага 
боранға | <#0/21°0 
(8#00®0°0 | Cesko 

(825z00 | (8)0н0°0 

“өзе | Фаст 
(9)60@0 | 92000 

(950070 

s % 


[Ga]: ВЕНУ 29% 


(8)89£'0 
ЭЛИ 
С8)<82°0 
58208270 
Cs)0r0'0 
Сс)ока"0 
《5]020'0 


(F)s00`D 


(250670 
0870 
С2069#”°0 
Селье 
(208270 
(770 
(Z)880'0 
{202070 


Се2500°0 


и 


от 
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жез 


A е[Р(в, А] 


1 52.182 
2 0.909 
3 0.368 
+ 9.128 
5 0.065 
6 0. 045 
7 0.030 
в 0.015 
9 0,016 
0 0.002 
1 2.00 


3 


ерп, ÈY] 
га 
-T 


- 
Т - 


9.3 |1.8 | 
9.3 1.8 
9.3 1.8 
оз 28 
9.3 | 1.8 
9.3 | 1.8 
9.3 | 1.8 
9.3 | 1.8 
9.3 [1.8 
9.31 1.8 
9.3 | 1.8 


一 一 上 一 一 一 一 一 一 一 
2 мб © ч ш мт o мо б ш 


= ка æ ка — кш — — = ке к 
` . . - + + . . . ` . 
~ 


1.3| 1.4 [2.0 | 1.9 | 2.3 2.1 
1.3 | 14 | 2.0] 1.9 | 2.3 2.1 
1.3 | 1.4 | 2.0 | 1.9 | 2.3 [2.1 
1.3 | 1.4 | 2.0 | 1.9 | 2.3 [2.1 
13| 14 | 2.0 | 1.9 | 2.3 [2.1 
1.3 [1.4 | 2.0 | 1.9 12.3 [2.1 
1.3 [1.4 | 2.0 | 1912.3. 1 
1.31 1,4 [2.0 [1.9 [2.3 2.1 
1.311,412.0 | 1.9 | 2,3 2.1 
1.3 | 1.4 12.0 | 1.912.3 2.1 
1.3 | 1.4 | 2.0 [1,912.31 


{1—55} {36—76} {77—126} {122—135} 


{1—54}[55—64} {63—76} {77—123} [124—135} 
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图 6.4 
МЕ ТИЕ АРАКЕ А, Ж ШІ G; 好 , 分 成 的 二 
类 为 бат Gs. 

Gu) 对 Gas Са, Gs 分别 


я Ж ЫЛ Е ARASIRA ЗЕЕ. 
割 结果 战 更 为 一 致 了 ,说 明 最 优 分 割 靶 对 解雇 实际 问题 是 有 效 的 . 


”最 优 分 割 法 虽然 计算 
简单 ,但 是 当 * 较 大 时 ,由 
于 要 存 贮 直 径 {DCi, р}, 
对 容量 不 大 的 计算 机 还 是 
有 困难 的 ， 于 是 可 以 采用 
每 一 次 最 优 二 分 灾 的 办 
法 ,具体 作法 如 下 : 

G) 用 最 优 分 割 法 将 
“个 有 序 样品 分 成 两 类 
和 Gs 

(в) 对 Gs 和 Gs 分 别 


用 最 优 二 分 割 ,比较 谁 分 害 好 ,将 分 割 


ВН Кор, ИНЕТ, НТН 
ш. 

жаК КЫНК ВЕ АСУЫ, ТЕТУ ПЕН 2 Z É 
У О НВО, КАЕ IDG Dh 

设 将 = 个 亚 维 样品 цз +°> z, ATRA HABRA 
(6.8) 定义 ,由 (6.10), 就 是 要 选择 ; 使 

e[P(z2, 2)] = D(1,; — 1) + РС, n) — min. | 
注意 DO., 2) 是 全 部 样品 的 离 羔 平方 和 , Е У УМ, 使 
[PCa 2)1 达 极 小 等 价 于 使 
55047) = D(I, n) — D(1, j — 1) — D($, в) — max, 

ж. (5.1)—(5.4) 相对 照 , 易 风 


S500) = — (z, — куби — 8), (6.13) 


ni 
550(3) = Қас (=, - ха-а СҰ; --Жа-р2)» (6.14) 


其 中 . ~ 


РА 


s= l УЛ 


я 

- 1 s 

x == — x, 
п ;=1 


(6.13) 比 直 径 DG, р тии, EREE {р Dh НИ 
ен п КТР МЕНЕ АННА ЕЖ 
是 精确 最 优 解 了 ; 而 是 局 部 最 优 解 ， 

6.3 最 优 分 割 法 在 预报 上 的 应 用 一 一 AID ПАУ 
自 变 量 的 情形 读 起 ,图 6.5 是 啤酒 生产 中 的 一 条 工艺 曲线 。 ЖЕЛСЕ 
жЕ, АЕНИЖ. 但 一 定时 间 后 将 水 放 掉 , 过 一 段 时 间 再 
放水 进去 ,如 此 = 次 ， 为 了 测 出 大 麦 吸 水 的 多 少 ,在学 水 前 将 大 卖 
ЖШ 100 ЖИЛ, 每 隔 一 篡 时间 取出 一 伐 , BER 
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面 水 分 进行 称 量 , 图 6.3 ЕЕЕ МЕЖЕ, HERTIL 


Ук ТЛ. АГАВА, 选择 已 知 的 某 类 函数 一 
般 是 不 容易 的 ， 用 必 项 式 
ВН, ААА 29 
次 数 太 高 方程 不 稳定 ， 预 
HARRE. ши 
割 法 进行 预报 ， 可 以 克服 
上 述 困难 ， 


жт 


1, 5-75 nb 均 为 
一 维 数 , 将 样品 按 {x;} 的 
2. 大 小 重 排 ， 重 排 后 的 样品 
时 间 记 为 бо» Ус» ізі, 
Е ез 2, 95 n), 显然 xa < 
zo < *** «ло» 按照 这 个 次 序 对 {у} 用 最 优 分 割 法 ,比如 讲 ， 
НЕ 类 уа)» “оз ус, {усэ 447% yn-n}s .. “усыз 4.2, 
Ур» 1< < irt < i < n, НАРХ ТН ЫНЫҢ 
= pr К Et 32 К ВЕНУ д (а) 可 以 这 样 来 定 : 
m == Crun + оо 25 а = (zun + жа)2/2» "tts 
А == (окр + хар)/2» 
于 是 Е] № (— оо, z) (zo а) `... Ceris “- со), 或 记 成 
is із» 57» 1. 在 作 预 报时 ， х А, l; 中 时 ， 就 以 {yups 
Fujs 547» Жңы-о} 的 均值 y; 来 作 预 报 。 至 于 不 如 和合 来 确定 
УЕ? 一 种 办 法 是 根据 过 去 的 经 验 , 另 一 办 法 是 给 一 亨 值 工 ， 要 求 
所 有 类 的 直径 都 小 于 了， 显然 工 与 预报 票 求 的 糖度 是 有 关 的 ， 
当 # 比较 大 时 ,如 有 来 用 最 优 分 制 计算 比较 费事 ,可 用 上 述 每 次 
都 用 最 优 二 分 割 的 苏 法 来 代替 。 
_ 当 自 计量 不 止 一 个 时 也 可 用 最 优 分 割 概 来 预报 ， 设 有 和 个 自 
变量 “lal ts “тэ 一 个 因 变 量 Y> 相应 的 观察 值 为 іх;» y; | £ = 
1, .-. п}, х; Жт Ер, С: T y El late цз Yi ХЖ. 其 做 
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设 样品 为 {xi yo = 


У 


| лыш 


ЕТ: | 
Ci) 将 数据 按 第 区 1 <; =< m) 个 让 变量 的 次 序 重 排 . 按 这 个 
RER y 最 优 二 分 割 , 祖 应 的 目标 函数 记 作 550), 二 为 分 割 的 
下 标 ( 参 公式 (6.13)), Мл 

SSO; (1, D 一 она 550,02), 


那么 第 一 次 就 采用 “i, 来 分 割 ,分 成 的 两 类 为 
G= {43а}, G; = {= > шу}, 
其 中 x = баз, + 27. 
Си) 对 Gi 和 G, 各 自 按 步 又 (i) 进行 最 优 二 分 割 ， 相 应 的 目 
标 函 数 看 谁 更 大 ,比如 讲 С, ЮА, ДИ С (G, 先 不 动 ), ШІ 
Gi 用 的 是 =, ЭШЕ Do НӘ» 550,0,» 分 割 点 为 
z; 分 成 的 两 类 记 作 Сз, ©, 
Сз 一 {е = 22), G, 一 (=; > z: 
然后 对 Go Сз, G, EEDA Gi). 
НЕЕ СЕ Г ЛЖ А, 那么 上 述 步 又 分 天 让 类 为 止 .如 
果 克 事前 不 能 明确 知道 ， 可 给 一 个 国 值 Г, ЧАКА Н Ва R 
550 都 不 超过 7 了 时 分 割 停 止 。 计 算 各 类 的 重心 аң, о 4» № 
Yia `" y уд, 


X 

对 一 个 新 的 样品 x = | : | 出 fi E: =< z, 8 > z, 决定 x 
是 属于 G 还 是 Cr WRAT Gos 再 根据 wi, 是 =< x; 还 是 г>, Ж 
WE x € Gy хє G,, 最 后 如 ye Ci G; 中 已 没有 更 小 的 子 类 ,那么 
就 以 作为 预报 值 。 

这 样 一 种 预报 方法 称 为 AD 法 , 它 的 全 各 是 Automatic Inte- 
raction Detection， 它 在 国内 外 都 已 得 到 了 不 少 应 用 。 除 了 AD 法 ， 
用 聚 类 来 预报 的 方法 还 有 不 少 ， 如 方差 分 量 法 等 ， 就 不 详细 介绍 
T. i 
6.4 系统 聚 类 法 对 有 序 样品 的 应 用 ГНА, Вил 
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其 法 由 于 要 计算 直径 阵 [DG 力 } НЯ {e [РС ОП, Ш 
# 比较 大 时 不 仅 计 算 量 天 而 且 还 要 占用 大 量 的 内 存 ， 应 用 系统 到 
ЖЕНГЕ за Хх ЛИ. ЕР: 

G) 开始 = 个 样品 各 自 成 一 类 ， 记 成 б, ttt Ga ИЯ 
RAKEN, DCG: би), 1,2 +, al. 这 个 距离 可 定 
ХАК. 

Сі) ЖЕ ВОНА, ЖЕ БЕ ES, 
如 果 全 部 类 都 已 组 成 一 类 , 则 过 程 中 下 ,否则 回 到 《ii)。 

将 这 一 方法 用 于 例 61， 如 采用 最 短 上 距 离 法 ,首先 计算 相 邻 两 
类 的 距离 ， 它 们 是 7.5，0.1，0.2，0.2，0.2，0.1。0.6，0.1 ,0.4，0.2; 
BBE 0.1 最 小 , 改 将 9 ras xç Бу уу, za S хо ӨЗ, Әлин 
类 与 相 邻 类 的 距离 ,其 详细 过 程 见 图 6.6， 其 中 的 数字 表示 并 类 的 
距离 ， 我 们 看 到 天 至 分 三 类 或 四 类 为 宜 ， 与 前 述 的 最 优 分 害 法 一 
致 。 


9.3 1.8 1.9 17 1.5 1.8 1.4 2.0 1.9 23 241 
Хро ро д м Хз д Ху м м Хо Жу 


ШІ 5.5 


МЕНЕН ЖЕТЕ IRARRETA P PE Sh 5 
§2 稍 有 不 同 ,表现 在 : 

(1) 并 类 距离 不 一 定 有 单调 性 。$ 3 我 们 证 明了 最 短 距 离 法 ， 
最 长 距离 法 , ЗОРЫ. 离 差 平方 和 法 都 具有 并 类 距离 的 单调 性 ， 
而 胃 于 有 序 样品 时 一 般 均 不 一 定 有 单调 柱 , 本 例 就 是 一 个 说 明 , 因 
此 图 6.3 жаны зыл, ЖИН ЭЗЕ БЕ › ХАНА 
ж. 


如 果 我 们 定义 相 邻 两 类 的 距离 为 两 类 中 最 相 邻 祥 品 的 臣 离 ， 
或 称 做 两 类 的 间 阶 ,然后 采用 工 壕 的 系统 聚 类 步 又 ,这 时 并 类 上 距离 
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其 有 单调 性 ， 
бі) 三 通常 的 系统 素 类 法 中 ， 计 算 新 类 与 旧 类 的 距离 时 条 


d А 


递 推 公式 比较 方便 , ПОЛЕ НАННАН. 用 递 推 公式 并 不 合算 ， 


因为 那 宕 要 存 贮 整 个 的 路 离 降 , 不 但 占用 了 大 量 的 内 存 , 而 且 计算 、 


TFS И тын Мін. 因此 在 有 序 样 品 的 情况 ,计算 新 类 


ЗІН ны ИЕН ЕХ АН. 


以 上 我 们 讨论 的 只 是 一 维 有 应 样品 。 在 地 质 其 探 等 领域 经 党 


希 要 研究 二 维 有 序 样品 ,有 关 这 个 方法 详 见 [541。 
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第 九 章 ”统计 量 的 分 布 


在 前 面 的 党 节 里 虽然 我 们 用 到 了 许多 重要 的 分 布 ， 如 维 希 特 
HA. T 分 布 ,特征 根 分 布 等 ,并 且 还 讨论 丁 他 们 的 性 质 ; 但 是 并 
没有 导出 这 些 分 布 的 县 体形 式 ， 本 章 将 系统 地 扒 导 许多 统计 量 的 
分 布 ,重点 坡 在 多 元 分 析 所 涉及 的 一 些 统计 量 上 ,有 了 亲 了 出 顺便 把 一 
经 一 元 统计 中 有 用 的 分 布 推导 岂 来 . 

本 章 采 用 的 主要 方法 是 根据 许 宝 骆 误 授 当年 留 下 来 的 提纲 整 
理 和 扩充 的 ,这 个 方法 比较 初等 , 手 甘 一致, 具有 一 定 的 转 点 。 


1. 预备 知识 


由 于 符号 有 时 比较 繁杂 ,我 们 先 作 一 些 说 明和 规定 。 

今后 我 们 用 * = (es tl, х) 既 表 示 普 通 变 量 又 表示 随机 
НИИ + ~ рб), 就 是 说 随机 向 量 * 的 联合 分 布 密度 是 plx)， 
ГЕ (а) 表示 * Ж а(х), 也 者 示 随 机 向 量 * 的 函数 ， 因 而 
es 也 是 随机 变量 。 这 样 的 用 法 是 示 会 引起 混 清 的 ， 因 为 写成 
ЕО) ~ Ки) i, g(r) 一 定 是 随机 变量 ,fCw) Ши — sg 1 36 
通 的 变量 ,不 这 样 用 ,在 印刷 上 会 带 来 很 多 麻烦 ， 另 一 方面 ,我 们 
Нива, “dr” 表示 drda- 0х, 其 积分 的 重 
数 和 积分 谈 元 的 个 数 视 上 下 文 而 定 ,不 一 定 部 逐一 标明 ,这 些 都 希 

在 推导 随机 变量 的 分 布 时 ,我 们 经 常 使 用 下 面 这 两 个 引 理 .这 
两 个 引 理 本 身 是 很 简单 的 ， BERA, 这 在 本 章 的 讨论 中 将 会 
进一步 看 到 这 一 点 。 

引 理 11 if х (а), BUZ 的 任 一 非 负 Bote КУА 
Кк) ая 
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ENE) = Ирода, Ga) 
等 别 地 , 当 00 是 Borei WEM EA 2 
F = {x: gir) «2 е} 
是 一 随机 事件 ， 的 集合 特征 函数 Ха) 是 非 负 可 测 的 。 因 此 从 
ал) 就 得 到 
КЕ) = Ex,G) = | бора = 人 ear 
sirja 
аз) 
31812 设 + ~ PG), у => E 1-1 69388, Қа 


变换 可 写成 = (у), E g(x) 和 (у) 都 对 每 一 个 自 变 量 存在 
连续 的 一 阶 候 导数 ， 我 们 用 第 一 章 $ 10 的 记号 ， 


Jn) Әг(х)., Әз, (а) ӧу ду; By, 
әу Әх, Әм Әт хү дж бк 
Ox (and Әв.) Ө бй) (Өл Oy Әу, 

Әх, Эх, ' Эх, Эх. Әл, `` Әх, 

9.5) дәу) Әз,Су) ðr Өх, Әх, 
ax _ ду, Әу е Oy Е ду Өз дуз 
97 Дәф (у) 9:0) ap] 05, Ө» Әх, 

ду. ду, 7 Әу, Әу, Әу, “Әу, 
相应 的 雅 可 比 行列 式 记 为 
8, а” 
Ку; х) = ЕРЕ Jlr; у) = Әу › 
于 是 有 


у ~ РСрСу)) 120: WIC= ODNO: D17. азу 
这 两 条 引 理 本 身 几乎 是 不 用 证 明 的 ， 一般 概 率 统计 的 教科 书 中 都 
有 ,这 里 单列 一 下 为 了 是 强调 这 一 点 ， 从 引 理 L 的 (1.1) 和 (1.2) 
式 可 以 看 出 , 如 能 对 随 本 向 量 * 的 任 一 非 负 Вос] ННІ f(x) 
RE ЕКх) ВИН, № х 的 函数 р(х) 的 分 布 可 由 (1.2) 式 确 定 ， 本 
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жуз. ДАУ АЕ В Н волу й, AEAEE м 
Кх) 是 非 负 Bord т] АЖ, 下 面 就 不 一 一 声明 了 。 另 一 方面 , 从 
(1.3) 式 可 以 看 到 ,要 求 y = g(x) 的 分 布 , 关 键 是 要 求 出 “上 反 ” 函 数 
z 二 gfy) 的 表达 式 ， 以 及 雅 可 比 行 列 式 Ax; y) (或 JG; z)), X 
景 的 计算 实质 上 都 是 求 /xs y) RO: х), 比较 复杂 的 分 布 往往 
ра ЖЖ, РЕЖ ВНЕ, 
хе ощ REEM Ы НЕЕ ФИЯ ЖЕ. UN It, Ж 
们 在 本 章 一 开始 就 说 是 这 一 点 . 

系统 推导 统计 量 的 分 布 如 果 把 淮 导 过 程 都 详细 地 写 出 ， 用 一 
章 的 篇 四 是 不 够 的 ， 也 不 是 本 书 的 目的 。 本 章 自始至终 企图 介绍 
一 种 直接 计算 密度 的 方法 来 导 记 分 布 ,因此 开始 详细 一 些 , 后 而 类 
僻 之 处 就 比较 简略 提 一 下 ;这 样 可 雇 突 出 量 点 ， 男 一 方面 ,计算 雅 
可 比 行列 式 时 用 到 一 些 处 阵 方面 的 知识 ， 有 些 在 第 一 章 已 作 介绍 
的 就 不 再 号 了 ， 另 一 些 第 一 章 引 没 作 介绍 的 , 在 用 到 的 时 候 再 写 ， 
不 在 这 一 节 一 一 列 出 ,以 免 重复 ,又 饼 乏 针对 性 。 

在 计算 正 访 随机 变量 函数 的 分 布 时 ， 多 元 贝 他 函数 是 一 个 基 
本 的 工具 , 下 面 可 以 看 出 , 对 一 元 统计 中 常用 的 一 些 统计 量 , 也 可 
很 方便 地 利用 它 导 出 有 关 的 公式 ， 这 一 节 最 后 就 介绍 多 元 由 他 函 
数 的 一 些 基 本 性 质 。 

ін 


. --і 
Ви (та к, tts т) = жр r A 
z >0, i=l, се, l 
m1 
Dys 
і 
Еті 
m-l Fmi 
х (1 一 > "J а. М хл. 


ісі 
Ж, т 一 2 FF. Baris ға) ҚЫ HA А С, 
Др НИХ РАЗ T (z) 来 表示 ,它们 之 间 有 关系 式 


вт, r) = Fe 
тү ғұ 


450» 


今 有 
定理 1,1 


.. B TOD eT Gad > 2 
B,(ru rz а7,) Ту + c + ra) x Mc? £, 
(1.4) 


ШЕ ”用 数学 归纳 法 . т = 2 В, LABRI. I m = Á 
时 ,等 式 成 立 , 则 有 


R feai 
Byrr "ә паз) = í (1 一 “) 
ара ае. i=l 
š. 
. > x 
4=1 
k 
x П к! 
ixi 
k—1 
1- Оң 
к-1 га 
к= ( (П sri а) | жі 
іші 
к БЫ, 2, че, Еті " М 
Rl 
Е чч! | 
- к=] 
Р k ғала! 
x \1 — У! Ж; LEFT 
i=} 
对 积分 变量 作 下 列 变 换 ; _ 
к-1 
& ш = ә i 1,2, —1,(1— Ум) a = ль 
ізі 
于 是 
2 НЫ - SS 
Қаса алымы ХЕ) | — кеі |= 1 — ш» 
раза 1- Уи z. 
9 ісі 
RALARI 
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Вым(ғі>557» ткы = | (H m a ) 


и, бт, КТ ізі 
是 一 

я "=! 

#=1 


"к= тәті 1 
| tt А01 — tig Уытты, 
0 


8-1 
x (1 — >, “) 
= Ге") 
ТО, + ға) 
ДИЗЕ: 假定 洗 一 不 时 ,等 式 成 立 ,因此 


Вұн(ғ»<55 ren) = ТОГО ы) 
гео, + кк) 


Гг» + кы) 了 rc г) 


х = 一 


r (Q) 


Bris ras ttar F к) 


很 自然 ,我 们 把 分 布 密度 prts zm) 具有 下 列 形式 的 分 布 称 为 
多 元 页 他 分 布 : 


т тит" 
азыт (1 — > =.) 
r= 


B,+i( г» ғы» тт) 


РО» д = А 
і-1,2,--,т, P. a 1, 
0, 其 他 ， 
并 用 Palro rotto гон) ARE., 有 些 蔬 上 称 它 为 狄 里 赫 莱 
(Dirichle) 分 布 ,容易 证 明 , 如 果 ЖАО в, r; 89 T 29-41 БП 
x, ЗАНЕ Е 
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рК) = Ше? о, > 0 
0, 其 他 ， 
Н жз "ез ЖЕМІ 相互 独立 , 则 ` 
‚= Е, = 1,2,--:. э 
ú Са + + жуы) | Ë 


就 遵从 Р р Fa ССС, Ж? 
52. L (f| ии») 


ЗЕНА, КАНН ,被 积 函 数 中 的 了 НЕ ЗЕ Borel 
З, 因此 积分 总 有 意义 ; 当 积 分 号 下 的 积分 区 域 不 标明 时 。 


恒 指 在 全 空间 上 积分 . 
令 
1„С hrs fas '**, ға) = Í mall... дін (x, +... 
{29 } 
+ хь )@х\ dx, (2.1) 
引 理 2.1 
д x i х; КЕ dr 
DH 
, . ' z a 
= e.r іш” (2.2) 
BCris * m 人 y ы fody. B 
证 明 ”由 对 称 性 ， 
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作 积分 变 元 的 变 痪 :。 令 < 一 对， 因此 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 是 
(>> 11/4) BAEREN йл 
ігі > 


| f (£ 4) П "ia dx; = Í (5 4) 
fo 


i=L,2, т 


m ri 
x П = ди; = lalf l ris - "5 ӘР 
іші 


因素 ,只 须 证 明 下 面 的 定理 2.1 就 得 本 引 理 + 
EH 21 


т 
түгі 


- > i 
TIntflrs -> га) = Bakri 777» ғ) |, 区 Ку24у. 
(2.3) 


证 明 对 ІО +, ra) 中 的 积分 变 元 作 变 换 : 


тт 
> Xi» 


i=l 


y= x; i= 1, 2, рт — 1, Ya = 
此 时 , 雅 可 比 行列 式 为 1, 于 是 
„ОП н) = | зб 


к= ШОУ; | (› - > x.) П yi йу;. 


уге, ігі, т tl 
ml 
> y < 


r=1 


Е n= м/уі-1,2,--,т-1,ТАЙЯ 
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қане ен = Ты dy 


m-l y 
x 0-25) 
и 20.01, ll $1 
ті 
|$ “4 | 
ізі 
1 


Er 
= B.C. |. рул ©? F 


引 理 21 和 定理 2.1 有 很 多 重要 的 用 处 ， 现 列 举 一 些 如 下 : 


例 21 мне, i 二 1,2,……, 功 ,用 引 理 2.1, 就 得 到 


2 
Бе “Дур Ө” (2.4) 
取 
lV, ус. 
o= 995 
0, y > xs 
代入 上 式 , 就 得 
— Y -4 > лу ах 
| (жы КС 
Бе 


r (E) 2я 
2 
x т. > 
= 1 | у? `. “іу, 
т в 
rí 22 
2) 


= 405 • 


БІН: 独立 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 x, УЖЖ 5 я ЖЫ» 


іші 
个 自由 度 的 好 分布. 
例 22 取 六 一 …: 一 各 一 1, 用 定理 2 得 


| Қа +-+ Xm dx + 


Саны) 
1 = m=i | 
= Fim) r y'O) dy. (2.5) 
取 үү e 
өзе еее" 
则 0, y> х, 


жұз, | 
Ë x= | 
i=] 
f 1 \m 


1 
т kG a 

ЕЖ: 独立 指数 分 布 随机 变量 +, 之 和 是 一 个 了 分 布 。 

这 个 例子 告诉 我 们 定理 2.1, SIE 2.1 不 仅 对 正 态 变量 的 函数 

可 以 用 它 来 导出 分 布 * 就 是 对 非 正 态 变量 的 函数 也 可 以 适用 ,但 本 

章 三 要 介绍 与 正 态 变量 有 关 的 种 种 应 用 ， 

例 2.3 利用 引 理 2.1 及 例 2,1 的 结果 ， 很 容易 推广 到 一 般 情 
有 形 ; 此 时 有 


Vr) | каа) ПП и.’ Чи. (2.6) 


这 一 结论 的 证 明 是 不 难 的 ,使 用 公式 《2.47， 对 r 用 归纳 法 就 可 证 
ВЯ. 

公式 (2.6) 在 推导 正 坟 变量 的 Wishart 分 布 时 很 起 作用 ,现在 
我 们 用 它 来 导出 中 心 的 王 分 布 . 

#24 在 公式 (2.6) rh. p = 2, 


( 1 ) et 当 нү < т, 
Қазшу- 4 W 2ш #2 m 


0 3 其 他 ， 
于 是 有 : ы Жо 2,» Yis t's Ya, ЖОХАН АУ N(0, 1) 变量 时 ， 
У) mn N ` 
р < g | = p| би, 
т; 1 # 
> уут У! vi : 
іші ыша 


=: —= -im +u) 
x ну ш) с ан» 


= {Е— sa BJ лду вн. > 


+= —, #=— ts 


Ba = sz, u, == 2, 雅 可 比 行列 式 是 1: Ə КА Бш, Нг о 
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3 со 5} › 8 EH L F ОЛЕНИ m Жо. БІН 
2; =m 1 


p| :=: =< н | = (= ү? 
т A п 
уэ s) “ 
=_, 
“ z 
Í х =; ах 
"а + Z x) 2 
п, 


仿 此 方法 。 可 以 导出 称 准 正 态 变量 的 若干 个 平方 和 的 比值 的 
联合 分 布 , 这 里 就 不 继续 讨论 了 ， 我们 用 Ең, n) КАШ 
为 ms 由 的 下 分 布 ,* 有 时 也 用 它 代表 遵从 Еа n) DWBL 
量 , 看 上 下 文 就 可 明白 它 的 含意 ， 


53. 一 元 非 中 心 分 布 


为 了 理解 $2 介绍 的 公式 ,这 一 节 用 一 条 引 理 来 导出 一 元 统计 
分 析 中 常用 的 几 个 非 中 心 分 布 ， 
51 3.1 ба = (as try am) е 0, ДІ 


{к ах, хуйх == = 


r 


x f a РОМ а, у + «Дуан, (3.1) 


“>й 


ЕП 


т—1 


| і (> fitis > а) П dxi 一 (М 


ТЕН 


т—1 


х Б dy | : IO Va'a, у + udu, 


+ 468, 


证 明 На = >) 2, жө, 令 了 是 一 正 交 阵 ， 


іші 


其 第 一 行为 十 of, BB 


m. fi,, fe 
T =—| ° $ š 1 TT = T 
тхт ж 


4 y = Tx, 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 是 1, 由 于 уу T'Txr= xx, 
уыт а'х/з, TÆ re = y y, а'х = зу 就 有 
| Са, «ках f 
= | Í (Vaa yı» yi 十 > х) 4убуғ Чу, 
РЕЗ ya 57» y 用 公式 《2.4), 就 得 
| fCa'r, ї'х)ах = Сз y 


r (=—) 
2 
тті 


x ПЕ a ІСУ ғау» Я + и) дуди ЗЕ 


">й 


26131 非 中 心 # З. Ш u~ Мба,, 1), HEEM 
í = 1,2, әт, Ж >, х. 


i Yis a. 
x | г 1 ды ap dz" dya | (3.2) 
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z 
Ент 


== — 
x |} мез бида 


2 十 < 
0020477 


ЕКЕ m3 12 
121 

шї ну < u 

о, ыы 


x z y 2 е Ё dydz 
0 
наз em 5) 


< 4та. 


注意 到 


QD DGVTG + F/T (5), 


Клее = кте 
"(> azem > (+) f ҮЗТЕН 


= г >: “РО ез < н). 


这 就 是 非 中 心 она, 用 Х|) 表示 自由 度 为 ms 
JER OSHON 4 的 非 中心 六 分 布 . 
实际 上 ,对 (3.2) 直接 用 (3.1) 式 后 ;马上 就 可 以 看 出 
У др = й + "1з 


其 中 ну N (22, 1» tz Lm 一 1), Н. и Ба, 是 相互 独立 
的 . 
例 3.2 | = ~ Мба,1), y ~ Ха), H x; 


y 独立 : 求 一 二 一 的 分 布 。 
2 


х 1 yi та e F lUa 1 4хау 


“т 
Є 
х H діні т; —1(52 +5) 4:45. 


ғ 
—— == 二 是 £ t y = ЕНТ 
М y WA 
列 式 是 一 = $, АА ВВ, 


г - a= 1 
1 + Jedy 
ЕЕ ууп 


` ғ rt 
= й (=) -L = езе ds 

рута) 

уз 2 
7 ізі 
«нее, 
2 п 
2 


„2 -3 
ағ) шш ° 


r(z )У= = (п 十 aA 


AEE 


这 就 是 非 中 心 e НОЯ Е, 
例 3.3 Ех ~ X? (в |4), y ~ (п), В ғ, у, 求 


к/т 的 分 布 . 
у/п, 


ka Ки ERAUR F AEI CLD 2.4), 内 此 ， 
利用 例 3.1 的 结果 ,就 有 | 


加 


P (m < 4- ее P (E= 2 < m ) 
yim іі п Ха) пу 


ы _ 1i ` я Ha 
= Ye РР +2 т) < и 
= я фт + 24 т) т) т--2) ) 
. 42. 


EP (Fm +2 в) < U. ) 
- 5: j (л, із т) , + 2; H |» 


这 就 是 非 中 心 F 分 布 用 中 心 分 布 表 示 的 表达 式 ， 
这 样 ,我 们 就 求 出 了 三 个 在 一 元 统计 中 常用 的 非 中 心 分 布 . 


$4. Wishart 分 布 


设 yas б» ym 相互 独立 , 同 协 差 阵 р, НЯ ЕО) и. 


a= 1,2, +++. ÌB 47, = (уар) з МЕ ЕСУ), т-м/М, 


别称 ж” У) Уә) ба) 遵从 非 中心 Wishart Sy £a, т Re dË rh GA 


anl 


ий. ЕНЕ A— W,(n, V. r). DL FE W Stam Wishart 分 
Ж.Ш z = 0 (BI ECY) = 0) 时， 相应 的 分 布 称 为 中 心急 分 布 ,或 
ЗИ, W (n, Р). 在 第 三 章 $2， 我 们 已 导出 死 分 
布 的 一 些 性 质 , 这 里 就 不 重复 了 ， 这 一 节 先 求 出 非 中 心 厂 分 布 的 
尾 征 顶 数 ， 然 后 再 利用 前 二 节 的 公式 来 直接 算出 中 心 丈 分 布 的 密 
EERUN Bartlet 分 解 ， | 

Jp (0) 表示 4 的 特征 函数 ;四 于 A = 4, AIHEITA = (аш) 


б. RE > (p+ 1) 个 变量 , 且 有 


p (0) = ЕЁ (е > аоабыр . 
añ 


а = Өһа» tas = ti = у биз e < Ba m, B = 1, 2,›сс+ур, 


(4.1) 
注意 到 4 = (аш) = > 1 ушуы 一 YY， 于 是 有 


аз] 


ф_(@) 一 z(e У) аа) 一 Есен”) 


а, Ë 
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= (eY = Ейт) 
т РЯ Р 
= ЕБ (a 2, “аш == Ц ТАСЫСЫН (42; 


ЕАН Е Н, 每 一 项 都 是 yw 的 二 次 型 的 特征 函数 在 “1 这 
一 点 的 值 ,因此 用 第 三 章 的 公式 (1.4) 就 得 到 : (F > о) 


B eat) = |1-- АТИ] exp (ACT), 


其 中 
АСТ) = gs TVQ — GTV Y ' Ra 

INA. (4.2) 式 右 端 就 得 

pala) = |! — UTE |i ер litr TVU — НТУУ}, (4.33 
щт = 0 8), ЕН TA W У Б BS ПЕРЕ 

Ф.(9) = |1— #ТУ|ТҮ, | (4.4, 

М (4.4) 式 * 利 用 关于 特征 菌 数 和 分 布 密 麻 之 闻 的 关系 , 可 以 
НЫ ААВ ВЕНА РА, УЗЕЛ НУ 
НЕН РТН ЛЕЖА. 这 里 ,利用 上 两 池 
НЕЕ ЕНЕ ЖЕР ,对 非 中 心 的 情况 ,我 们 就 不 再 讨论 了 . 

记 = (ху ` ‘Xps ху = (хук . ды’ 1 = 1,2, --., Р. 
于 是 XX = ЛУ, CITRE ха» RIJA КХХ) 表示 自 
BJ (р-і) +) 


Й , , 
гілі ЖА 1С77 


р , 
Aata "ХКА 
. . 


Ху» 


ШК, 
引 理 41 нр, 
2 мыны 
[ә ах = Р-1. тах о 
r (=) 


+ 474» 


Р 
х | (П а-Әктт?ат» 
тыз = ey 4-і 2 
тті) 


其 中 了 是 一 个 下 三 角 阵 ， 


证 У р=1 时， H (2.4) RA (4.5) 成 立 ， 今 对 ?月 


法 ， 设 对 一 1 (4.5) 式 已 经 成 立 ; 则 


{CX Халы dre = | ах КХХ) сах. 
| |а) 


将 = 国定 ,对 [Oder de H (34), 就 有 


РЖ <<) 
|. . 
д: . der dz, 
“ -. 
РЖ" РА; 


дах: 777 хз 


жулу 
ғ; 

$ = xix ty = хыз i= 2, урун == : , £ == 
Я 


TE 


- 


жік” с бал 
j; : : dri "edz, 


r ‚ 
Яр!" - ЕТЕГІ 


б, гі e.. П | 
= j; (4 nin п ) 


Й 十 шау” ыйы Кой 


й, + арн, 


X diydhy дни ди 


А — — 
е А r 
| xx Их xi Ax x 
| 141 1+1 417 141 “із dya А х. 


(4.5) 


ЕЕЕ 


(4.6) 


ta Ps 


» 475 + 


іп 
. о O- 0 
-| fa) + ; , 
О ан" "ftp 
Zip А 2 . 
О анги 
x түбі * * dt „йк; - “дир, 
№ tts fip ЕЕ, s tt “нр JÉ АУРЕ 


» , 
нан T T p 
+ . 
. . 
. . 
А , 
Шәнҙ” ` нь ; 


ДИҢ ФК Се 一 1, т — 1), (4.5) 式 成 立 , 因 此 就 有 
озара 


! 

x r ( ) O о ) 4 ja dT 
В -f + 21" " "dz ` 
. fi 1р (5 TiTa u ір 1 


тр, 
tn О 
其 中 Тізе 22. 3 
Ер * "fpp! 
шщ Ш> б, r= 2, +, 
кйр={ T L 
у А р» ра руі, р 1.2, р Нн 


TEK И: = xixi 用 如 表示 ;把 上 式 结果 代入 (4.6) Д, (2.4), 
t- т-а 
(rax =I — 一 


Р 


x Í (II z+ )кттоат, 
(a 


‚ 476 = 


m „Ө 
кат-| U | 
ірі Epp 
аңыра # 


在 第 一 章 $511, 我 们 已 证 明 , 当 Z, > 0 时 , 存在 唯一 的 下 三 
ВЕТ = Gp t > ©, i= l, 2,5515 p. 使 得 
А = ТТ". 
КЕ ЕТ ЫЛЕ АВЕ К+ 中 的 点 ， 考 虑 集合 
Z = (T :7 下 三 角 阵 ,加 эй = 1,21... ph {A 
а> 0), MERSE A = TT 就 是 在 .or fu S 之 间 的 一 个 1-1 
对 应 的 变换 ， 记 


la ftn о 
Аы = |: на | T: = 24. .іза1,2,%--,ф» 
йд aapt С ЫЗ АНЫК, 


ШЖ Ан = Т,Т,іс-1,2,--.р. Him jk in, 


` i 
#1; t о ; 
Ñ п, тоат. 
М МЕ Ара a : oi t .. : 
Ш . RU #j—u* * * #j—t— ер 
O 4, 


GA" "Hl а йд 777 берн 


于 是 有 


141 = h: = П tiis 
[44] = б лулу а = р, 
ВТЕ, 
t = ОАЫ ДАРА mD, бр = А/М idal Аиа» G с> р). 


miniis Ў 


从 йы = >; Баға 得 


а =1 


因此 得 |34] = П дац = Piin “Жар. Ж (4.52) 式 右 端的 


iri ды; 
积分 区 域 由 T № or, 就 相当 于 作 了 变换 ,将 T — 4， 相 应 的 
雅 可 比 行列 式 刚 已 算得 , 代 人 后 处 有 


т Èp 
ҮРӘ) 


Í ах = | 
- т — @ 
il r (а. . у 
很 明显 ,这 是 (2.4) 推广 的 又 一 形式 . - 
当 Жіп» 7-7 Ан) 是 独立 同 分 布 N (0, ,?, 2. V > Q НУ, 记 
“Х' = (хау xa) 后 ,XX 的 联合 密度 是 


Aa (ама. (ал) 


IF |? —3ы УИ” 
(y la) 
用 (4.7)， 就 得 4 = X'X 的 联合 分 布 密度 是 


"-ғ-1 
2 


ем м 4 > 0, 


-Jal 


2. (4.8) 

ЖЕ Ү = L, КАЗ, НО, Е АХ Х--4--ТТ”, 
把 wi ЖҮБАН ШЕ ХХ ВИЖ, 因而 也 是 随机 变量 , 就 可 以 得 
Ж), 


É (п і А1), t М0, D (>), 
Ніва. 
这 就 是 著名 的 ХХ ВЕ Barer 分 解 , 这 一 事实 在 令 后 我 们 将 会 看 
色 , 它 是 很 重 最 的 ;利用 它 可 以 使 分 布 的 推导 变 得 更 加 简洁 . 

为 了 赔 明 这 一 点 ,我 们 来 证 明 一 个 命题 , 它 在 非 中 心 T? 分 布 
的 推导 中 是 机 用 到 的 . 

4» 


+ 478 = 


(4.9) 


т о 中 AP ии ғы 
X'X = А = И ` ' 
і Ө о із-Ір-1 ipp—l 
Ше ССС Parmi fpe АО о fop 
= TT”. 


因此 (ХХ) HE (р, p) RELATA BRE LOCO] ОҚ 
GOCAT. 简 用 下 三 角 阵 了 中 的 随机 变量 来 表示 , 识 可 得 芭 


ға © Еп о | 
Р: ір-і-і == 1 


І хх -11 = р Hp—lp—1 
кь, ІХх| 8 


因此 ;从 thp — Хаз 就 得 到 
(ХХ) е) ~ Xip 


PHT. ШИЕ E Н Bartlett ЭЖ. ВНА Е (Хуе, 
的 密度 , 那 将 是 比较 复兴 的 。 作 为 Bardet 分 解 的 一 个 直接 推论 是 


P 
tN = r TT = У В,, 
НН «ХХ ~ Y (np), | 
ЕЖА" У ВО A B ЕН E Р ЖЕНЕ F п 
求 出 样本 相关 系数 的 联合 分 布 . 


, о 
定理 41 ВЯ 4~Wtn; Р). НУ -( 74. ) 记 
о 


F] 
Tp 


lr 
В = ЕЯ; F i S Pi = —— р, 则 有 


ашан 


„979 (2%) 
证 明 ЈАН у Ли БЕТЕ Яй: 


* 479» 


КИ, шіс>), іі-1,2,%:-,р» 


ар — айз 


ЖЕ ЯН Ww НОЕ НЕТУ ЭПК Ж 


P р 
ПУ = Ц ан = 3 
因此 ,再 对 每 一 个 aa， 从 0 到 co 积分 HR ra] < 2603) М 


密度 为 , 
CE) ызы, 
а-ә П r (= — 9) 


其 余 的 点 上 :密度 为 0 + 


$5. 广义 方差 的 分 布 


广义 方差 实质 上 与 样本 协 差 阵 的 行列 式 是 相当 的 ， 设 p 维 从 
Er zl， `... z 独立 同 分 布 МСО, и), ІРІ x= 0, ја 4 ше У) 2,28. 
问题 是 票 求 |4] 的 分 布 . | 
ТЕ ЛИРА ЖР ЛАНУУ ARAE lAl ВЧ ЕЛЕЕ TH А ФЕ 
ÅT, : . 
5.1 矩 法 ДЖАН, ЙА ла Л РЕ ЇН ЖИЕ ЕЕ 

ЖШ» [ДЖ ‚> у, = "із, a= 1,2, -+-, п 6,10 B = 
>) уау» Мл» 555 Ya ИН NCO, 1), B. А=УЁВУ, 
Е|А|' = УЕ] В], ЫП _ 


Kuu = E|BF. (5.1) 


n Ei 1 


В CDB T etu, B >>0, 


因此 有 суо) = | Ів, тав, 于 是 


B> 0 


пер 


Е! В |" = | РЕРС,Ө0ІВ| 2 ет" 


注意 到 x: 的 > жа 

zr (2 + +}/т (=), 
”因此 ИИ CRIB |) 的 各 阶 短 与 独立 的 如 变量 2, Kots 
Хоа 的 乘积 的 各 阶 纸 相同 .利用 下 面 的 定理 5.1 就 知道 141/17 | 


的 分 布 确 实 与 独立 ҒЫ АЗ, ---, Хры. 
定理 51 Ян {нь} ДУ, E. 


i > (на 
к-1 
发 散 , 则 至 多 只 有 一 个 分 布 函数 能 以 {xs} 作为 它 的 各 阶 矩 
这 一 定理 不 证 了 :可 看 [19] 所 引 的 文献 。 由 于 |4 1/1VY1 用 下 
一 个 方法 确实 可 以 让 明 它 是 独立 xX? 变量 的 乘积 ,对 它 我 们 就 不 验 
证 定理 5.1 的 条 件 了 . 
5.2 利用 Вицен 分 解 ”继续 使 用 上 面 的 符号 , B= 21 ушу, 


y 独立 同 分 布 МОй, Ғ). Ze = ИЗ, a= 1,7, 5 n. в F 
Bartlett 2 Ж, FI 


其 中 
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Нм X. + із" 1.2, 1, ps 
ti ~ N(0,1), із), 
且 全 部 独立 ， 因 此 
[В| = пи», 
EAEI ХЕ ХІІ, 5-6, ХА pt 的 乘积 ， 

很 明显 ,用 Baren 分 解 比 托 法 训 简 明 消 憩 得 和 多， 然而 ,在 很 多 
情况 下 ,和气 法 仍然 是 一 个 基本 的 方法 ,可 以 帮助 我 们 决定 分 布 的 类 
H, 直接 将 13 的 密度 函数 表示 出 来 ,这 还 是 一 件 很 不 容易 的 事 ， 
涉及 到 更 多 的 数学 工具 , 这 里 就 不 介绍 了 。 ТЕЖЕЛЕ ЖЕН 
导 广 义 方差 比 的 分 布 《 这 在 线性 模型 的 线性 假设 检验 中 是 一 个 基 
本 的 统计 量 ), 上 顺便 就 得 到 т? 的 多 布 ,下 一 节 我 们 将 用 另 一 种 方法 
来 导出 非 中 心 T 及 其 他 一 些 统计 量 的 分 布 . 
假定 А ~ W „(ть Р), Аз ~ Жет у), H AN Á; 相互 独 
а, 现在 米 求 [АИ + 9 ВВЕ. 首先 可 以 看 出 Al 
ld + 4 的 分 布 与 无 关 (REV > 0), 因为 令 zo tti mao 
дитини, АҢЫ 9 МСО, V) 的 随机 向 量 后 ,可 认为 


a myta . 
= > дада» Ai + = > Baan 
а-і a=] 
А ya = Vitus а = 1,2, +t, n 0225 ШІ у. 独立 同 分 布 МСО, 
1), | 7 
п, - nita, 
4 = V: D рур, A tAm УР У, yapt, 
a=] а=1 
ЯЖ 


жін; | 


У уа. 
4-1 


这 就 证 明了 14117141 + A| 的 分 布 与 VF 无 关 , ЕВЕ Г = l. 
此 时 41, 4A; 的 联合 密度 是 


КАА „= Суб (та) 1.4 


А ИА, А. = |>: Yaya | 


A 0, 14, >- 0, 
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因此 


A ee Ка» дда АМА, 


= серебр [А ТЕ 
A) 
x [A + A Te t tdd Ad An (5.3) 
НИН АЕ Аз + А, ~ И „(т + n> 站 ,因此 用 公式 (5.2) 
就 有 


E'A + A| = Сб + apep Cn + m; + 2”), 
将 上 式 正 端 用 积分 形式 写 出 就 得 


ст + n) = я аға 
РИС" в + 2+) C ,(2C, (2 | 141 


жүзі 
{od 
ma—p—1 
x]4,| |а + 4, eT анода. (5.4) 


ЕЕ (5.3) 5 (5.4) Аи, ЕЕ r 5 一 + Ні, МВ ЖП 
C,Gn)C Ст + в: 十 2r) 
C Cn + Сы + 2r) 


r——— “уг — i 
Р-1 . 


=20 г(®—=\г{ж®+м 十 ша) \° 
2 ` 2 


ЕСА РА, + 41У = 


(5.5; 


кетт (© y Ус) 
А. (5.5) 式 就 可 以 看 出 14,1/14,-- A) Бла В ЗЕ ЙОЗЕ 
ЖЕЕП ЖЕТЕ ЖЫН. ЯНОВ Z; 2-4, a 一 0， 


1, зз» р — 1, 这 与 第 三 章 所 得 的 结论 是 -一致 的 
ЗН мел, т == 1, ЖЕ A; = хх, х ~ NO, 1)» 利用 


483. 


(5.5) 式 , 就 得 ( 记 4-40) 


та m + l— а 
клы sary ЛС 


МЕН 5.1, = ёре |41) А + zz] ЖАР fE, #E bz BJ El НЧ 
пр . 
seyr) 记 


“2 
22. lal 
|4 + хх | 
4 ғ ғ 
шш , = JAJE + х) = | + хх |. В 

Р, 

Т? = Аар = L + zz'] _ 1-1-0, 

14 | к: 

n— pt! 


因此 рт Ерй — p + 12. 


现在 来 用 一 下 定理 5 л, 证明 1 RSS F yf. 这 村 只 


T MF HH Ж Е, 定理 5.1 的 条 件 是 满 尼 的 ， > plas b) 
分 布 的 + ЖН н, 是 


Гога + b + (Га + bDT(a + г», 


а Tla + Га + 24) 
T(a)I (a + b + 25) 
(а + 24 一 1)(a --2%--2)-: 
(а ++ ов (а Б 26 2). ТЕН» 


因此 Sl (ину Qm. 
REl 


56. 非 中 心 区 分布 
ха ** sxiwm 是 独立 同 分 布 (ы, Г ) 的 随机 向 量 , 记 X” == 


{xo у)» g = Xl S—X (1 - 1х, 要 求 Ті 
nx S 的 分 布 . 

首先 ,我 们 将 证 明 在 下 全 0 时， 天 分 布 与 V 无关 . 令 yo 一 
И, я = 1,2, `, 23 ја У’ 一 Супу" У)» 于 是 Fia) 独立 


ЕЯ МСИ а, 1), B. Туи, 而 5 一 р-у’ 
x(1 =+) урт 因此 
` п 


T? m ny Viy- (у (1 - +3) үр р-іріҙ 
я 


= xy (у (1 一 二 г) үу y. 
于 是 可 假定 V = 1,， 其 次 我 们 又 知道 了 与 y(r — л ү 是 独 
立 的 ,又 可 以 将 T: tti. 8A = Y (1 — 2л) ууа (n— 
I, г), x y ~ МР, 1,2. 于 是 间 题 就 化 为 : 已 知 z — N(8; 
lp) ths tte и. Ш ЯН моо, I)o А = > ций» ж T = 


z'A Az 的 分 布 . Үз 
引 理 64 +, у RUDE, БЕЛЫЕ H 


Р(х) 及 РКУ), ХКх, у) тха 的 随机 向 量 。 WREE 


4485. 


з 


ERI r, (r, y) Ë y 向 分 布 ; 则 有 
G) “(xs y) 5 y ЕР 
GH) (z, y) 5х 相互 独立 . 


证 明 | 
Р(х, у)ев)= Í| ағару) i 
луз В 

= ето) | ағ) А 
к. У] ЕЁ ` 
I 

= {уе B>d4F (z) = P(y € В), 
И" | 

| Hi 

引 理 6.2 ЖЕ К, PÉ х, 有 正 交 阵 U, 使 得 Ux==| © |, 
0 
E U Ж х {уч $k. 


证 朋 = І6 = 0, 取 U = I. 车 zx А 0, х = (гих), 


IL, Ят x, = 0 
д” 
Dis = х, >= 0, 
其 中 
1а 0 ` O 
0 Tn—l tr _ 
Di = V ml +a М яя 
ü — Ху Xal 
V ааа М м+м 
хі 
于 是 Их = | *=— ЖЕБЕ ЗЕКЕН, ВИТО, 
М хї + х2 
0 


都 是 正 交 的 , 它 的 元 素 都 是 «ATNA MERER 


+ 436 ж - 


ЕШ ЖП ЖУНШ БИЖ Т. 分 布 的 问题 ， 工 具 就 是 引 理 
6.1 和 6.2, | 

6.1 对 随机 向 量 x 用 引 理 6.2， 就 有 随机 矩阵 U, U E— EZ 
Bë, НВ Из 一 《0-… 0 [= Y. ЕЖУ Ж НЕХ 0: == 


(4) s 和 引 理 6.2 中 的 结论 只 是 形式 上 的 区 别 ,》 


6.2 бл О, Аа = Uu i= 1, 2 +. .r, ШОР 
每 一 个 周 定 的 z, Vw ВОЕН МСО, 了,)， 因 此 用 引 理 6.1 
BA Uz 5 U AU 独立 ; авиа’ НЯ И, d.) 

63 4 

T = ZA "АРҚЫ AU AU z 


.=o ol (олу) | : |, 
[zl 
iB ICU, 329 S, Шн АҢ ПАШ” 同 分 布 知道 S— ~ 
ZG — p 1), В.5 5а йк, TË 
Тісігі/5, "БМ, 
BIas (ЫЗ) 分布, А = 09/2, S E: X1(r — p + 1) SY 


r — p + 1 
布 ， 因此 一 一 5 一 ?是非 中 心 F 分 布 , 即 


r= pP +L 8% 
р T~ F(p. r — p+ 1, 1), ъ=”, 


ШІ ТА) А уж J Sk АПААР ААН НУ, ЖИЕ 
定理 6.1 设 хауз 75%» 45) 独立 同 分 布 М(ы, у), V > 0, 11 


ғ 
Х' == (хаула) E = L xi, 5-х(1- ух, 则 有 


其 中 — жырт, 

系 1 在 定理 的 条 件 下 , 对 任 给 的 常数 向 量 2 ЯН 
ОР а 0 
пр Р 

其 中 a= (а ауы — а). 
系 2 ERRET AMR u= a, J 


np 


вр 


(ву 一 有 ~ Есрп-р, А)» 


T2— Е(р.п-р). 


57. 样 杰 相关 系数 的 分 布 


这 一 节 充分 利用 Bare ARREN TRARA R 
数 的 分 布 。 先 讨论 二 维 的 情形 ,然后 讨论 一 般 情况 的 多 元 相关 系 
数 的 分 布 

тд 二 维 情形 Их = Ge) = Ca) romh) а 


= тш Ра PAS п 
1,2, 5-я ажам (9), (1 ади CBR, TEA 
的 相关 系数 
R = (rir; 一 П/У Ойл — "АО па. , (7.1) 
Женя; — 141, ; = 1, 2. 


1 


— D 
шта o= |" С) 人 DG 一 
0 —— Хе? Еа 
хі оз 
н), 于 是 узу» уа оша М (0, (, ")). 2 就 是 总 体 


a 488» 


的 相关 系数 。 很 明显 reo = Dyw t m 4 
KIX 一 пах. = (= — 1) Саз — x; 1) 
жа x, (1 -- 2. Дж» 
ІП Оулу) = (yay yaa) = (X — 1 мо 所 以 
у 一 L (r — 156), i= 1, 2, 


Мга 
, -- = й 1 x 
ШЖШ уу; ayy = у, (1 _ 7) y; 
=- G lay (1 л) —1) 
Бү = 
. 1 1 
= x; I 一 екені J нь 
\ " енен 
ЖШ R= Сулу; -- пуу) (уту -- пу) (уу 一 пу?) . 
ХАЕЛ шщ == шу” 0, бүза un=1, vy 二 va 一 p; 


1 
此 时 хы ге (0, о 9): a= 1,2,..., п, 相互 独立 ， 因 此 
由 等 式 


тр 1 0 1 ° ‚ 
(, :)=(, ууу) уту) cc 
ЕГ, ze = СТ) Б» жо УІН МОО, 10. iE zZ = 
(апу gay), 就 有 Bartlet 分 解 : 
Zi 人 7 一 二 站 2 = тт 7 一 人 7), 


. іп ім 
其 中 B ~ Хп -- 1, ih ~ Хп — 2), ім С“ мса, 1)» 
ЕН Ы» fns ѓа EAI, 
HT X' = CZ', 因此 
x (1 — T J)x 一 cz'(! 一 工 J) ZŒ = стт". 
п я 


(7.2) 


A 
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1 
ст-( — y" ") 
P мІ — р! “a із 
- ( fi 0 ) 
ег + m vl — р? tavil — p , 
于 是 就 有 . 
* 1 1 
ХхіР--- ) 
\ =J)X 
= ( т fho + һин AI — р? 
一 一 一 -一 > 
о + вил мт — в? (en + гау в 2+ 201— р?) 
所 以 


= т Оте + ta м Ze) 
ранц э 
lpmt m МТУ + Ва — оу] у 
1 


IR] = ?, 1⁄2 
(1+ = |} 
па + mvle 


м + ta 


3 


— ° _ 
E : _ м а? 
ЛШ Т ш, 
其 中 ti~ ХҚа--1), m 一 Ха - 2), б ~ №(0, 1) 独立 , 
(7.3) 


ЕЕЕ, Ар = ОЕ 
_ К = їз. 
МТ — рі ій 
Вр 


ogv T~ a1) _ (7.4) 


. ха 
7.2 多 维 情形 Ë и 一 т збзж1,2,--%, Пп, 狐 立 回 分 


хар! 


а 490 + 


ENO, V). EX = (харт), ВЕ Е ЛНУ 


yi 

j y~ N(0, V), p= 4 + 1, . 
ур! 

于 是 ym 与 у ссе») 的 多 元 相关 系数 就 是 总 体 的 多 元 相关 系 
EE Rathi- 记 | 


布 ， 为 了 讨论 方便 , 引 人 у -| 


Rr 一 vi enle Pe) 
дара = КРИ grle 
НЯ БУЛА MAE 
ІРІ = Иша 一 ie ear азл) Рача ғы 
因此 有 等 式 
上 上 一 о, ЕЕЕ! 一 Киль). (7.5) 
ТЖ, ЦЕНА Rissa s А? 表示 从 样本 算得 的 R? 的 最 


КИЧ 10 
, 1 /54 
5-Х (1 - TJ)x 会 人 ы 小 
іп 一 4 Ss /tart ғыз 
因此 和 {7.5) 一 样 , 有 等 式 
[5 | 一 аллаға |841 (1 - ЁТ, (7.6) 
下 面 通 过 化 简 问 题 , 用 (7.6) 就 可 求 出 БОЛЕЕ ЕИ 
写 出 : 
. б, 0 
9 (uav) 


Уг) == бла © = 1,2, сәт» 


, , 1 
У’ = (урос ад бу = Y (i = г) У, 


G) 考虑 变换 с; с-( a} 令 G, = Vat, 


. 491» 


于 是 у 独立 同 分 布 NG, СРО’), Н. 
Y = GX, $ = GSC, (7.7) 


і и — 
要 注意 СУС = С; “2 “= Vale Аа. 


U 
(iD жш О: 口 =【《 К), оета. MUREX 
变换 , 选 U, 使 得 ( 引 理 6.2) | 
а 一 【zl0 .07， 
于 是 令 тата Пуш» æ= 1, 2.115 n3 ШІ 27 = UY’, ЗЕ. 2 (=) ШЧ 


„ү 
На У | 0, те) 
Мей, 


s. А Же — 1 7) Z = USU’, ` (7.8) 
a 


Gi) 由 于 lell = ҰЙ Уа 0) = R, 又 


| n Я И ! °] 
о “То 
Jal ol 1, воі 


НЕ с-8.(с-у 就 有 Bartlett 分 和解 ,ED 

с-їз(с-тү = тт, Oh FETUS KETY ~ W (s — 1, 15), 

其 中 了 是 下 三 和 角 阵 ,pp 一 4 二 1， 

б, ~ Plasi) i=l; 2; 655 ps ti~ МСО, 1), š = |, НЕ. 
由 于 


5, = СТССТУ, 
Я (7.7), (7.8) 就 得 
S = 6-8,/(6-У = g“tU's,U(G-1y = GU’ ETCC U сту. 
(7.92 
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Civ) 注意 到 
р? 0 ПІ 0 
GT! == |» U = 3 
( 0 2) 9 1 


ge = LEITETE, (310) 
ғал ағ 1811 ған ам [51 | 


үш, 0 (улу 0 
$ == ССТ гс) _ 
9 мота gil 5 Мол ән 
S PCT aTa» 


所 以 


Sa = VEU, оста) (0V gan 
е = бақы Та Гена» 

将 (7.11) ЖА (7.10), 就 得 到 (| G]: = [Vu]? Veenrn) 
1—Ё%= (тұты ИТТ ннан |Т)» (742) 


f 
y , | 1, o | о 
= CT = А 
ж 
— ор? `. 
ко мі К \ Фан 777 ғаны 

ғ . о о 
k= . . А 

ін жив ча 


+ 4....: ж 
іні Тама чем 


其 中 人 + fagri /1 -- R2, 
бадаш R 26)<4-1,. 
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БИ рт = тит Са ВА (7122 就 得 


1 — = Снеч)? _ 
4+1 


(1 一 ВИ нам 


— g+ 
(Атаң м1 一 гу + >; Rull — К?) 
` i= Т 


Ы 


所 以 
. 4 
(Ri ++ Сү 一 к) + > Bayt 一 ЕУ 
ғ = 一 一 з А 
(Кана 71 一 К)? 十 > Bal — К?) 
іш? 
(7.13) 
q 
тө (Ет ты V1— ку + Уу п G — Е?) 
К. [єз А 
1 — R: 《1 — КВ даға 
(7.14) 


其 中 д Хп — i), nC р > МСО, ОНУ. 很 明显 ， 当 
R = 0, ЕУ(1-- ОАО Ч АРКЕН Н ЕН 
度 ) 就 是 F 分 布 。 


58. S13;' 特 征 根 的 联合 分 布 


雁 钱 性 模型 的 讨论 中 ,可 以 看 到 ,使 用 的 许多 统计 重 都 是 随机 
БІНЕ ОА, М S, — W (n И), S, = W ар V), 用 
АСА) ЖА А 的 特征 根 , НЕ АСА) 22 А04) > +-., 这 一 
节 的 中 心 问题 是 在 So 52 ЖЕЗЛ, A А5151), 2 == 1,2,-+-, P 
的 联合 分 布 ， 景 后 ,顺便 就 可 得 出 {4;(51)} 的 联合 分 布 . 

求 分 布 的 方法 ,也 是 通过 一 系列 的 变换 , 太 量 的 计算 是 与 变换 
有 关 的 雅 可 比 行列 式 , 为 了 看 起 来 清 息 些 , 采 用 引 理 的 形式 逐步 
НН. 
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我 们 用 Жуз х) 表示 将 x — у RB АИ УЕ ИШЕН ДАНЫН PE +T УІ 
де ЗЕРЕН (4, 82- (С, D) 


22191 
式 , 或 表示 成 [95 |: 
时 ,记号 
C., D) 
ЭСА, B) 
表示 相应 的 雅 可 比 行 列 式 { 即 已 ,六 中 的 元 素 对 4 正中 的 元 素 的 仿 
导数 形 或 的 给 阵 的 行列 式 ), 当 5, D, A, ВТЕ, Б 
记 叶 只 表示 独立 变量 相应 的 偏 学 数 记 形成 的 疆 阵 行列 式 ， 它 的 意 
叉 和 一 般 的 和 矩阵 不 同 , 这 一 点 要 请 读者 注意 。 РЫШ 
ЖЫ) раа 1-1 线性 变换 所 相应 的 雅 可 比 行列 式 : 
G Ж у=” Az, М; z) = ||, 
бы) 设 Y 一 a хы» М KY; X)= 14, BARE 
ХУ) = lal". 
《证 > 38 =, В, ДІ (СУ; Х) = |В|', ЖЕН 
J(K; У) = [B|”*. 
(92% = 4 X, В, МУ; X)= 1417 18, 


azn wp PXP 


Жа Хх: Y) = JAIB. 
БИЯ S ИЙСЕ КЕ ШЖ ЖЕРЛЕ 0 


的 函数 ,出 


и; = БС 77» 2) іт" 1, 2, t-ta фу 


І d i = “4 
ІЗ) t = а ЯҒ 


de, 
їп ан = : > йр = : 5 
Өзҙ ; dup 


м = (2). 
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因此 可 以 用 全 微分 的 方法 来 求 变 换 р 一 и 相应 的 雅 可 比 行 列 式 。 
引 理 81 2 иго, В>0, 如 果 (4 — АВ) у= 0, Ш 


— 1 в А 
Аж —1 Be, $f гүр 则 有 
САКА + В))у = 0. 


证 明 а= Ка + ву = |а = 


Са + ВУ)» 


1 
=> [O0 + 4)4 — 14 — АВ 
үт! ) Ју 


1 
= (Аб АВ 
ITA 2y 


== ОФ . 
因此 ,4 相对 于 8B 的 特征 根 * 和 特征 向 量 y, 与 4 相对 于 (4 十 8) 的 
BERI 和 特征 向 量 有 刻 场 的 关系 ,只 需 将 кз (=, 相 
应 的 特征 高 量 就 不 变 ， | 
引 理 82 Блс-0, БО>0, 4 相对 于 4 + B 的 特征 根 按 大 


"„РМЕЕНЕЯЖ А >> +++ D fes ЖНЖ ШЕ ІН ЕЕ) yis ttt ypas 
у&4 + В)у = 8, 18 


о 
F = T. А 了 一 《yp Е = YL, 
о f 


МІН 4 == E'FE, B= EQ 一 FE， 且 规定 中 和 省 询 第 一 个 非 
0 元 素 均 为 正信 时 , (4, В) (Е, Р) 是 一 一 对 应 的 . 
证 明 BAHA 

ДҮ = (4 + BYF, YA + ВУ =], 
因此 YAY = Ү(4 + В)УЕ = F, Мыш ЕЙ (У), A% Y, 
就 得 

А = (YOY Ауу! = (YY IFY le ЕРЕ 
IJ YCA + B)Y ВНЕ, 8 
A+ B = (уулуп = ЕЗ, 

所 以 . В-ЕС-ЮЕ | 
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今 证 唯一 性 ,车 Eo E, 95 РЕЖ, МН 
E, E1 ЕЕ, E FE = E;FE;, 
即 (ETELE 1, (ЕНЕ = FEE. 
今 已 一 ЕЕ. ERABI 
FP =], PE = ЕР 
ВПР ЕЕ, P'F = ЕР, НЕЕ 能 交换 的 矩阵 只 能 基 
3AP, ERIP ETRA Ait P RAAE o 元 素 只 能 是 + 1, 
于 是 Бү 与 E, 的 各 列 向 量 或 者 相等 或 者 符号 相反 , 今 ;各 列 的 第 
一 个 韭 9 ж ЖЕ ЖЕ. НИ, Е, = E, + | 
BI 8.3 Зи; <= ба» ть vp) i 一 1,2, .py 
ру = gCos ттт оу)» i=], 2, "ta Ps 


ZEEE 
‘dt dih 
t ее | 
аир) disp 
ЕП Ju = A Bde, 
ШЕҢ В 


由 
ау; . 
ди; = — дер = 1,2,--", 
и > дг, vjs 4 ps 
ЕУ du == Ado, 
同 理 йо = Ва. 
НЕ РЕНОВА AME: 
ðh чуу Әр. до 12 B. Әв 
де, ігі дь; до, йі Әз; дез, 


= > ад д» . А 


这 就 证 明了 dw 一 AB аа Ф 
引 理 84 Шол = Xx ү, H 
` px P P xm mx + 


dA = (аХ)у + X(4Y), 


а 497 = 


ЧЕН ЫЯ 


т 
g; == > Хы: 
a=1 


所 以 daa = Ха =D (Оёндун + (450), 


即 ФА = (4Х)У + X(dY). 
ЖӘ 8.4 BNE HEN И = XY Z 时 ,就 有 
dA = (4X)YZ + X(dY)Z + XY(4Z) + 
现在 我 们 来 计算 引 理 8.2 h (4, B)-— (E, Е) ха 
相应 的 雅 可 比 行 殉 式 ， 
& G= A + В, FE 


Ге (бб: УГ 


ТС = E'E, А = ЕКЕ, 由 引 理 8.4 得 
бА = (dEYFE + ЕҶаЕ)Е + ЕКЕ). 
` аб = (аЕуУЕ + ЕЗДЕ). 
PHASER Е’, НЕ E, 就 得 
(Е JAJE! = (ЕУКВЕУЕ + dF + Е(4Е)Е-, 
(Е)-Кас)Е-" = (Е) ЦаЕУ + (ФЕ)Е“!, 


%- 
аА = «ЕТУҚ алдЕТ, 
46 = (EOG) E, 
dW = (4Е)Е”'. 

于 是 


аЛ = (47у + 4Е + F(dW >, 
dG = (aW Y + аи’. 
Язи РАЕН, 
dš, — «|; + 244» 
48 == йн + фам, < j, 
ағ, == 240915 


AGR 


d5;; = йо + бо), <<]. 
因此 ; 令 


prepa ian 


— 

t 

9 - 

= б 

| 

1 

于 一 一 一 一 一 一 

| 

| 

1 

Е 

1 © 

1 

1 

1 

F——== 

| 

| 

|== 

| 

| © 
идиот 

4... s... S, 
Al At 
> š 


© 
© 
сы 
1 


44-1 
бюд" > “дем оз” ` “Форд 154... dopp _ 
h о ! | | Шы 
| о ! [ой 
N = oe ene | ЕН [бар 
в O | ! dan 
оО | 
Оо fp ! ! аа» 
= | À wass L-- -----. =e, 
| | | : 
! | | : 
i 
о | о | | fs ПР 
后 ;就 得 到 
dfa бан {ою << j) dwnti >> р) 
айн I . 2Е о о 
аў, о 21 о о 
dizien о o M N 
dg GG < j) О о I 1 


让 此 可 知 ,经 过 一 系列 的 变换 : 

(E, F) — (W, F) (Я, бу— (4, G) 
就 得 СЕ, F)— (CA, С), 相应 的 雅 可 比 行 列 式 是 中 间 备 步 相 应 的 
雅 可 比 行列 式 的 乘积 。 今 各 中 间 步 要 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 : 


* 199 + 


(Е, Р) = (W, Р); ДЕГ 

I 2F11M N| 

о 2 ili r 
=2 [] G. — 205 
(Я, б) — (A, G); [E peta, 

{ЕП ЗЕ СЕ, Е) -> (А, С) НОННА УПА ЛЕ 


жер JI 0-і). 


这 里 还 项 证 明 一 点 ,就 是 
(Я, €) — (4, G 
АЕБ УА НА ГЕ», 实际 上 ， 只 需 证 明 下 述 引 理 
8.5% 7. 
引 理 85 设 S, = 5, Іс! 3 0, A= СС, WE S— À 


ЖЕНГЕ ПД | c |9, 

证 明 ”考虑 对 3 施行 关于 行列 是 对 称 的 初等 变换 。 EG, j) 
表示 第 i 行 与 第 уін, 第 i 列 与 第 i 列 互 换 ; M (c) 表示 第 
i 行 ,第 ЯН с: AG. 让 表示 第 ; 行 加 以 第 j 行 ,第 i 
列 加 以 第 i 列 。 由 于 非 奇异 阵 C 一 定 能 表示 成 初等 变换 的 乘积 ， 
我 们 只 需 证 明 对 初等 变换 阵 ， 引 理 成 立 就 行 了 。 je 4 (4) 
$ = (5). 

LI EG, РУ, 此 时 |EG, D = 1 3R 
一 1, НЕ ЕНІН, 
2.44 М.С) АЛ. 
fis ізі» р м 
g; == ісі £ == iB; 3: hi í< í IH р = i: 
єн, i = ip j= ip 
注意 到 4 — 4, RIARI < /时 p22 的 值 , ЖЕ, ЯН 
偏 微 商 矩阵 中 只 有 主 对 角 元 素 不 为 0, 而且 
.500. 


ІМ — N ]2? 


GF, F) 一 (Я, Č): 


1, я, ізі» 
с, іші» {Hf Se io; š S€ n> Ну=ь, 


с, i= ig i= io 
RJB < jt È +. (p+ 1) 个 值 ,其 中 有 p 一 1 个 c， 1, 


其 会 都 是 1, 因此 ， НЕВА с", Rh 
KA, S) = [М.С 


KS, A) = |M Key]. 
3. 对 AG. jD ЕВЕ. Әлін е, 直接 求 雅 可 化 
行列 式 即 可 看 出 。 
至 此 ,我 们 就 证 明了 引 理 8.54 
这 些 准 备 工作 做 好 了 了、 就 可 以 求 相 应 的 特征 根 和 特征 向 量 的 
KEH. ИК n >р, т 2 р, 

Ж Ш81 A~ W,(m, 1,), B — W (n, 10, АБВЖ 
W, |4 一 48| = 0 相应 的 特征 很 记 为 Ар > Да 22 ++: [> Ау > 0 
相应 的 特征 向 量 记 为 了 Y， 则 有 

G) А, ++, д ДҮ 是 相互 独立 的 ; 
(и) Ais ttt Ар 的 联合 分 布 密度 为 
17 Т r (® + я — а) 


sia 
П (2) e)re) 


x] G +u Па-ь, ^ во 


ВП 


Ш ду >> Да +++ >> Ар > 0; 
бш) Y 的 联合 分 布 密度 为 


1 Т г (2) 


0507,0 Б «=0 р k 
2 
х [ууата pu OTOT (8.2) 


ШЕҢ > 4,8 的 联合 密度 为 


са Быны В |3 (=-2-0,- Ft CAHD) 
其 中 
Ë ¿may gom п--а m— an 
a= e Пг (e>). 
因此 ,将 (4, В) — (E, F) 后 , E, көшек 
CIJE’ RE |0] E'I — ЕЕ Jeee ie “> 
хікеез» ТС р), 


їр 


这 是 因为 |Е| = |Е'Е|т, ВАДУ IARR, М 
РЕЗ, E, 下 的 联合 密谋 就 是 


2СЫЕ Е 00—20 | -- F |: pn E | сетор) бова 


х П В, 


іші 


Р Р | 
注意 到 Е | = ПР И-#- Па-ю, 因此 ,联合 密度 
i=l іті 
就 可 以 写成 
2PC | ЕЕ |6990, РЕ (Пя mp! а- өте”) 


х П (f, 一 р). 


ісі 


ж); НА 1А, L= 7 


» =l, 2, 43 Ps 此 对 


1 + 4, 
I i T 
FRYPE ES ho ts А, 的 联合 密度 为 
СЕЕ |70 ішке П арте аға yE 
x П (э — 1). 


+502 + 


Мх атан 41. т, À, 与 Е Выву, ПА ё Y E Е, 
因此 就 得 到 定理 中 的 结论 (1). 
EEE НОЕ Е. ей >20, i=l, 2, ---, Р: AE 
2? | |E'E | $ mtaro- горар 


еа? 


= | ЕЕ | Ф(т+а- р) t rPE4E, 


表 利 用 维 希 特 分 布 的 密度 及 (4.2)，(5.1) 的 公式 ， 就 知道 上 式 右 
Mu HAJ ЖАЛ Ж Je: 


z . 
Б —Ё(р—1) 
= 


= 


— Í JATE jA ее ku gA 
ШЕ 
&=0 - 


ео . 
= r [Cln +a, J 
P — = 
==й г( 2 ) 
норе (t r= e) 
| Єр o za 
Ц гү" 2 ) 
Же күт) 


因此 ,就 得 到 4、…, p 的 联合 密度 是 Сі) 中 的 表达 式 ， 
因此 的 联合 密度 是 
-Emman -E р г( 2 ) 


25% r (= 士 2 一 
. 2 | 


2 


x | 五 "五 [š tanya ФЕ, 
当 га2>0, 1=1,2, e'a P. 
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特征 向 量 了 一 E, ХЕ ЖИ Y = 7!' 时 ， 相 应 的 雅 可 比 行 
列 式 是 [y]? С — $ 10,), 因此 了 的 联合 密度 是 


ре 
4-8 (тата) 
r. 2 
x уу’ |7 + таър фаст 
这 就 证 明了 СН 
нова кан. 
此 时 ыт У хә), к, 相互 独立 ,都 遵从 МО, 1), 并 且 


т<р, MERR 
14 — Ка -- В)| = Ü 


hI 9 特征 根 的 联合 分 布 ， 
& G = 4А + B, ШВУ м, ``", za 的 联合 分 布 密度 为 
[В [te ers er 


2-1 ` s 
2+ я? 1 POD | r п-- 2x) 2 
Ш) 
作 变 换 (х1 “ыы, Жаз B)— (z "= Ха A в). 相应 的 雅 可 比 
行列 式 是 1, 因此: хл ttt х С ПЕР Е 
С — A|? 6-ғ-9,-%чс 
Р imta zE rgd = fn — G 
23' + ШЕ 4 L z ) 
从 矩阵 的 知识 可 知 G >>0: 且 可 以 唯一 地 分 解 为 CC , ЕЗ 


(асел) Хх CCU, 
Р x= pxp prm 


即 对 每 一 个 as zo 一 Сш, а 1,2, ‚т. (АҢ (X, С)-> 
(0, G) 相应 的 雅 可 比 行列 式 


Хх, G; U, G) -|%2: < ic |= = |G |, 


а= 


此 时 
А = ХХ = cUU'C, 
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IG — A| = [CC — сс] = |с vo 
= [G]]: 一 CE 
В, (О, G) 的 联合 分 布 密度 是 
сізетт-і- ор ieo ine 
амы тізетіріз-і П т 2 ) 
对 如 积分 ， 就 可 利用 维 希 特 分 布 的 密度 ， 这 样 就 得 到 如 的 联合 分 布 


sr (H 
— J] l uupo, (з) 
өлен іт (: 2 =) 
现在 来 看 方程 


0= JA — A + В) = [4 06| 
== сеге” 一 FCC | 
-ісіш-И Ісі, 
& |C] 2 0, 因此 了 是 |4 一 了 4 В) 一 0 的 要 必须 且 只 须 了 
是 
[UU --Н|-<0 
дөң, тілу 5 UU ЗЕ о 特征 根 是 全 部 相同 欧 , 因 此 问题 就 
转变 为 求 ШИ 的 非 0 特征 根 的 联合 分 布 , ВНИЗ 
面 的 (8.3), 
由 于 


Іт, U 
U L, 
(83) 中 的 I — 00| 可 以 换 成 1f 一 VU|， 因 而 的 联合 密度 


жа. 
m + n — @ 
1 aE) 


7 іт» Ц r ("= е) 


[1+ — И’ = 


- Ir, = 00], 


1 一 гие, (8.4) 
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КЕНӘ АЕ тер, Шт реж, AE 

可 知 当 密度 为 (8.3), тр Б], ИШ” ВУЗЕ о 特征 根 的 联合 分 布 已 
ЖЕ (8.1) 中 求 得 ， 于 是 把 (8.32) 中 的 ОЧЕ U, 注意 此 时 和 和 
的 地 位 正好 转化 了 ,由于 > m, СЫНЫН ГЕ, ЧЕ 
非 0 Ж ШЕШ д, +, fa 的 联合 密度 就 可 以 直接 写 出 , АРК 
El m, т НОА р, п {Доп + m — р,» 就 马上 可 以 号 出 Но tts fa 
的 联合 分 布 密度 是 


m + #— є 
т | 
ш r (2==) F (=) rs) 


ілі 


x ПР keo TT а = жә П G: — №, 
L 


再 将 р 用 тт TRAS 就 和 前 面 |4] 0 的 情形 一 样 ， 求 得 
h 2 +: Z L, > 0 的 联合 分 布 密度 是 
зт г (2—53) _ 
res esa e=) 


10. 
х П аф” Q + К" TT G, — 20), 


izj 
ду Z +++ Ше А„ > 0, | - (8.5) 
НЕ, т = ТФ, (8,5) 的 密度 就 是 与 ТН, 
者 不 难 去 找到 它们 的 关系 ， 
下 面 我 们 再 来 导出 $7 rH (s) HKA TER, 
引 理 86 iZ ‚2, = КА отр, НИНЕ 
т-Ел--в 
гт! = отан, 
z=0 T nma) | 
2 


.50к. 


则 8 的 密度 为 : ` 


П Tai 
(28) (е) 
х [в 2-5, B > 0, 

证 明 直接 由 公式 (4.7) 就 可 以 得 到 + 
#H3E FH B ЕЕ ЖА АЯНЫ 11--8|, !B ГИ ДЕЛЕ 
EEAS, Ж А 22 66 Z А} > 0 是 的 全 部 特征 根 ， 于 是 8 的 
联合 密度 可 以 写 战 


Ri 一 В| 7-9 


Ё 
х Поза фа, 


我 们 用 ы 4.7) 17) 来 表示 它 ， 
MEFR B (Ет, 我 们 知道 8 可 以 唯一 地 分 解 为 


1* о 

г( `, вех, АЁ Те А? >> РА ОЕ, 
D аҙ | 

Г =» (уу) 是 相应 的 特征 向 量 , 且 у, К — ЗА ЕЕ ffi B, 


м о 
а A= (4. ная 8 (A, T) 是 1-1 的 。 相 应 的 雅 可 比 
ГЫ 


行列 式 记 为 J, Г), НА, СА, Г) 的 联合 分 布 密度 就 是 
уса, Г)е( М. ``) 47). 
WR ЕВЕ Г ЕН), ВЕ] АМ, 555 АРУ. 根据 


(8.1), 我 们 已 知 м, “ыс, 1 的 分 布 是 
m + n — а 
Ë! pl г( | -) 


ЕЕ 
225 г (2 1. <) ri (2 ) 


ж 507 x 


Р 
x Пазе--эа д) еә TT (аў ~ ар). 
i іші 


R- -AE RIAMB., АЎ, 459% Ар 的 分 布 应 是 
(ха, DEGAT, ара 


=g, ҺА | а, таг, 


比较 这 两 式 ,就 求 得 
Í (э 
x (F+) TI (а? _ 1: 
(ха, гиг = — í: 
p — = 
Пг) 
这 样 就 求 得 了 ,从 
B — (А, Г) 


ПЕ АЛТ Г АЖ, 利用 这 个 积分 什 就 可 以 求 出 
特征 根 的 联合 分 布 密度 ;这 就 是 

定理 82 设 A~ W, (n, Г), я>р, Ию Р 4-3 ñE FR 
м 22 Аа 22 +++ 2: 1, т> 0 НОУ ЖЕНЕ 
x е 1 афар 
. 一 一 一 一 一 一 -和 


"ог (=s) (2—9) ізі 
% 


К . 
П Cu — А) е > s А, ш +++ з Ар п> Ü, 


(8.6) 
证 朋 已 知 4 的 分 布 密 度 为 W (n, Г), FER 
. о‘ 
ат, = `. ) T'r = I. 
, о А 
| м О 
А А, rear КЕ )». Yu = 0,i == 1,2, сур. 18 
О ір 


应 的 雅 可 比 行列 式 是 JC4, Г), МИ СА, r) 的 联合 分 布 密度 是 


4508- 


Жа. Гуй (а, Г) 


= Ј(А, гу Їз: | 
IE, т е 
2 27 Бір-і) г( ) 


EART ERA RTLURH И, ++, д, 的 联合 分 布 ,然而 | J (A, 


Dr йіне 5048, EERE А, ---, 2, 的 联合 密度 是 
2 +1 ' 
е” П ш--4 ІМ::-2;| “т е? Ж 


PET тр рі 4# 
Р — = ки дива 
Пт) Ц) 
ARAH H р = 1 时, (3.6) 所 确定 的 密度 正好 是 Ха). 5 
与 已 知 的 结果 是 相符 的 ， 
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多 元 分 析 中 关于 统计 量 的 分 布 的 推导 一 直 是 一 个 重要 的 课 
题 ， 迄 今 为 止 ;还 有 不 少 统计 盘 的 精 克 分布 还 没有 求 得 ;有些 统计 
量 经 万 了 几 十 年 的 时 间 才 求 出 了 它 的 精确 分 布 ， 这 些 情况 说 明了 
寻求 统计 量 的 精确 分 布 巧 比较 困难 的 ， 非 中 心 Wishart 分 布 和 4 
绕 计 量 的 分 布 一 直 是 这 一 问题 的 核心。 为 了 求 出 非 中 心 环 分 布 的 
表达 式 ,发 展 了 各 种 求 分 布 密度 的 方志， 这 一 章 介 绍 了 和 插 法 ,直接 
变换 法 〔 即 求 雅 可 比 的 变数 替换 ) 以 及 随机 变量 变换 靶 , 而 以 直接 
А. НЕ 50 年 代 中 期 以 前 .一直 基 求 分 布 的 主要 方 
法 ,而且 用 它 也 确实 解决 了 一 些 膨 难 的 问题 , 代 是 想 用 它 来 求 瞧 中 
心 克 分 布 和 4 的 分 布 , 却 一 直 没 有 取得 成 功 。 算法 的 进一步 发 展 
自然 是 求 特 征 函数 , 求 得 特征 函数 后 再 用 反 滨 公式 求 出 密度 ,这 在 
原则 上 是 避 行 的 ,实际 上 也 取得 了 一 些 进展 ,但 解决 不 了 根本 注 的 
国难 。 随机 变量 变 痪 法 是 直接 变换 法 的 进一步 发 展 , 仔 组 分 析 一 
下 ,在 直接 变换 法 计算 窗 庆 时 ,每 作 一 次 变换 (积分 元 的 变换 )。 就 


相当 于 进行 了 一 次 随机 变量 的 变换 。 ЕН ЛДЕ БО МЭУ Е 9] 
以 避免 计算 雅 可 比 行 列 式 ， 整 个 的 推导 过 程 只 涉及 一 些 代 数 的 运 
算 , 汪 明 也 比较 简洁 , 避免 了 分 析 的 清算 , 本 章 $ 7 的 大 容 就 体现 
了 这 一 点 。 正 面 我 们 再 举 两 个 列子 来 说 明 一 下 。 

BOE x = СХ, Хі DARADARA ха) 独立 同 分 布 ， 均 


nxp nx p 


遵从 NO, р), 其 中 


CC" V is | 
VI F b, ° 
p. в 
Е 
т = (е - 本， 
о 1, 


我 们 令 mtu y T Тас» “= 1, 2, “3 ИИ Я (а) 独立 同 分 布 NCO, 
түт), ЕЕ 
Vu— VuFaVn © ), 


O Fa 
ғ, 


TVT -( 


因此 将 we ВАН ВЕ 
, тал Pi 
Z = (su 5200) Za) (е) , 

ШН ТУТ” WAARA (гол! (sur) АНАУ, Ж Z 相应 分 
Ж, 2--(2,20. 则 21 52.495 jh 而 (Z,Z2 = Z = 
XT = (X,X,)T' = (X, 一 2 二 Fa XN) 因此 X, — ХА 5 
X, 是 相互 独立 的 ， 这 里 整个 推导 中 没有 涉及 到 分 析 的 计算 . 

设 ха сэ җы) ЖЕНЕЖАЖ NO0, V), яп > p, MAEA — 


Vu F 
ЖЕЛІП Х = (хау ло 一 (CE X,), V 也 相应 分 块 7 一 ( n э), 
n Ра Vz 


r — 11 
зан v mom V = (G и), ER 
(X X.) YX K.( X;X; хх) 
的 特征 很 的 联合 分 布 。 很 明显 , 这 个 问题 与 广义 相关 系数 的 分 布 
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是 密切 相关 的 。 由 于 yu 一 0， 因此 XX; 与 X, НЕМУ, Ж 
虎 陡 机 正 交 变换 , 即 存 在 正 交 阵 U, U 是 X, 的 函数 ,使 
1, О 
UX,(X;X,> = (е о). 
SH ру > СЕ СХХИСЛХАХАХХОТ ХХ р). fE 
TH Z = UX, NJ X = UZ. ЫЛРИ ЕХЕ, Ч X, РЕН], 2 
的 各 行 独立 间 分 布 N. (0, Ри), НД, НЫ 6.1 ANH Z ig X, ja 
м, Ни [Лут Б ХАН, % 
(XX UO <2 66 45 ӨЗ дір е 4 
= (Z'UU'Z)1Z'UX,OX:X,2 NU ZL 


rip оз 
= ғ 17’ 1 
(22у?2 (о ол?» 
zok, Z' = (Ро Zo ), TE Zm Zw а, 88 


ғ ГД + Z F ғ 
772 -(2ш2а) (29) = 2020 + оу оз» 


z ($ °) 2-2%2 
о о 172.01) E] 


于 是 
Сх\х,)'Х\Х,КХ,Х,) 1X;X, 
= (ZwZ + Рой Ио, 
КҮРЕНДЕ НІНЕ ТЕ $ 8 НЕ, ЫИ ЖИН ЫНА 
= Ее: КӨН ЕН 89—006 3 EE ЖИЫН 
关联 阵 的 特征 很 的 联合 分 布 ， 即 可 求 出 下 述 问 题 的 解 : 设 X= 
(ха): быу, X = (хх), Жш) ^7 Моби» У), в = 1,2,--%, п, 
Px Pi 


S; 一 x; (1. — L Jx, ¿j= 1,2. 


ШЕЕ SESSA Sa 的 特征 根 的 联合 分 布 。 不 用 随机 变量 变换 ， 
直接 计算 路 可 比 行列 式 , 作 变 数 蔡 痪 ,计算 世 是 相当 大 的 ， 
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J| ЕНУ ЛЕН НГЫ ДЕНЕ Ж ВВ BL SE БЕ ДЕЕ H ВЕЕ Е Ж. 
不 能 导出 新 的 未 见 过 的 分 右 密 度 , 使 用 它 , 可 以 充分 利用 已 知 的 分 
布 。 内 此 ,这 一 方 苇 尽 管 使 许多 过 去 已 知 结果 的 证 明 得 到 了 简化 ， 
还 是 不 能 解决 避 留 下 求 的 非 中 心 瑟 分 布 和 4 分 布 的 密度 的 问题 . 

从 50 年 代 中 期 到 60 年 代 玉 ,通过 James 等 人 一 系列 的 工作 ， 
发 更 非 中 心太 分 布 与 局 部 紧 群 上 的 Har 测度 有 密切 的 关系 ， 候 
定 


Zim N pC titei T) НУ, == 1, *`*> ñ, 


їп M = (арз зз з X = (жа ых. 
W| 4 = X'X 的 联合 分 布 密度 是 
gp) mp 
т [х'х | II I I Ры Рыбные м) 


мә pel ` 

21 П r (5 -- =) 
ісе 2 

| a HAM д, ° 


Diaj 
其 中 о) Ен Хон 正 交 短 阵 组 成 的 正 交 群 ，| жён 是 对 оба) 


上 Har 测度 的 积 分 , 由 于 O(n) ЖЕ, Нан 是 概 
率 测 度 和 的 积分 。 很 明显 如果 能 将 积分 


[ е“ HKM" Др 

求 出 来 ， 非 中 心材 分 布 的 表达 式 也 就 得 到 了 。 这 一 积分 是 很 不 容 
易 求 岂 的 ,要 讨论 这 一 积分 , 所 涉及 的 内 容 超 过 了 本 书 的 范围 。 因 
此 不 再 进一步 介绍 了 . | 

与 Haar 积分 的 使 用 差不多 同时 ，James 等 人 引进 了 外 微分 形 
式 的 工具 。 实际 上 , 积分 中 变数 痊 换 在 几何 上 看 来 只 是 一 个 坐 诛 
系 的 变换 ,从 直角 坐标 系 变 成 曲线 坐标 系 , 从 这 一 机 线 坐标 系 换 成 
另 一 曲线 坐标 系 , 雅 可 比 行列 式 相当 于 体积 元 的 改变 的 比值 。 而 
模 积 和 外 微分 形式 正好 是 处 理 这 一 类 问题 的 工具 。 因此 , të ie 


* 512° 
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积 、 外 微 芬 形式 米 推 导 分 布 , 它 的 计算 量 比 直接 变数 替换 要 大 大 地 
Ян. Ж $ 8 的 特征 根 的 联合 分 布 的 推导 可 以 节省 1⁄2 以 上 的 篇 
幅 ， 然 而 ,为 了 要 介绍 外 微分 形式 ,也 需要 涉及 不 少 其 他 方面 的 知 
іЯ, 这 也 不 是 本 书 的 任务 , 医 此 , 我 们 在 $8 还 是 采用 比较 初等 的 
方法 ;尽量 减少 计算 ,来 推导 出 比较 重要 的 分 布 ; 其 他 的 方法 ,我 们 
就 不 介绍 了 . 

本 书 没 有 讨论 假如 检验 的 优良 性 问题 ， 对 估计 问题 的 优良 性 
也 讨论 得 不 多 ， 这 是 因为 关于 这 两 方面 的 问题 正 是 Gii 一 书 的 
ERAF Giri 的 书 已 月 译 本 出 版 ,读者 可 以 参阅 Giri 的 书 . 

多 元 分 析 的 许多 分 支 ,例如 判 副 、. 聚 闫 ,方差 分 析 , 回 归 分 标记 
于 应 用 的 面 很 广 ,方法 也 很 多 , 差不多 都 可 以 单独 写成 一 本 书 , 我 
们 这 里 只 是 作 一 个 基础 的 ,常见 的 方法 的 理论 上 的 介绍 ,离开 这 些 
方面 的 全 萄 还 差 很 远 , 这 本 书 只 是 提供 一 个 基础 . 
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附 录 


附 表 的 使 用 说 明 


我 们 选择 了 多 元 分 析 在 应 用 中 最 重要 的 几 个 大， 其 中 大 部 分 
在 一 般 统 计 书 中 都 是 没有 的 ; ПЕ, 燥 表 等 虽然 在 多 元 分 析 中 
也 非常 重 计 ,但 这 些 表 很 容易 找到 ,我 们 就 没有 选 人 ， 为 了 读者 使 
用 的 方便 ,我们 对 每 个 表 都 给 出 简单 的 说 朋 . 


= 1 Даст, т, п) ж 
设 A ~ Жез Р), 4; ~ W (rs V), А ЖД A Хул, Д] 


_ _ л | 
АСт, т» т) ҮЙЛЕН (ғ 1) 


就 是 著名 的 维尔 克 斯 4 ЗЛЕ (2660353), ЖИР 1ТЕ 
Ж a, т, то т» 这 里 列表 的 范围 是 ， 

a = 0.05 和 0.01， 

т = 1(1)8 (Шіл-<1,2,---,8), 

n = 1 — со, | 


m= 1 — 120, 
{т 之 8 了 时 ,可 利用 关系 
А(т, п> т) = AG ть и 一 т) ОЗ 2) 
KE. | 


ЯТ 452, 20,7) = 0.336951, 
‚ Ави 30,21) = 0.020289, 
Ло (10, 20, 3) = А(3, 10, 13) = 0.016783. 
| #2 Ө... Ж | 
Ж Аус (т, Р), di ~ W „(и Г), 4,41 4,2427. 方程 
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ДЕР — 8( Ay + 42] = 0 (йз) 
BJ Pr CHF IPE 0. W Oma без m, ту, в), 它 是 用 来 检验 多 个 
去 依 的 均 僵 是 否 相 等 ， 详 见 第 三 章 $ 6. 这 里 列表 的 参数 与 它 的 
定义 稍 有 出 人 :其 关系 是 : 
£= min (т, з)» 2 ~ 10: 
= т = п] —1 ~ - 
Р 2 > DÌ 15; 
q= aori, 5 — co. 
. #12 Ж бала (0.05; 2. 23, 7), H сқ. 此 时 :二 2, p = 2, 
== 10, Е Вах (9.05; 2, 23, 7) = 0.5143, 


ЖЗ Тіт.)% 


T 统计 旦 是 多 元 分 析 中 最 重 计 的 统计 量 之 一 ， 县 然 72 SF 
分 布 之 问 有 密切 的 关系 。 有 关 T 统计 量 的 计算 沟 可 转化 为 了 分 
布 ,但 鉴于 Т? 统计 量 的 重要 性 ,我 们 还 是 列 出 了 它 的 过, 一 则 这 个 
表 一 般 书 中 均 没 有 ,二 则 用 了 它 在 使 用 时 可 减少 一 点 计算 . 

i 4 — (п, V), и ~ N,(0, V), 4 与 “独立 , 则 T ЇЇ 


ЕЕ 
T (m, п) = пи’ Аш» 《 附 4) 
它 与 下 分 布 的 关系 是 


ТТ Pim, n) — F(m, n — m + 1). 《 附 5) 
пт . 


зн e, т.п; 
а 0.05 和 0.015 
п 2 ~ оо: 
т 1 ~ 55, 
PE n > т, ПД, п == т АМЕН, 
例 3 Ti (7,20) = 27.642, 
Tia (16, 17) = 13523.39, 


54 L(m, >) Ж 


Ж Уаз 777» Ун) 是 来 自 总 体 Мыса» ров ЕЕЕ 
Ha: V = Tn. СІН 6) 
Уп. РОТЕ E EE, ERTAS 导出 了 有 关 的 统计 量 и, М А 
又 可 化 成 工 ， 
ВОт, у) = siin [Fa] — т-- ln || + tlO], (#7) 
Rp v= я —1,Ё AVER. М s КЕР, 3 4 НЯ 
ЖАНА А „ХӨ ОЕ УЛИ C SRE 8). 
#4 Чью = 4, xn = 15 Hf. 
Loos (4, 15 — 1) = 20.77. 


%5 И(т, п) 3% 
я уа *** Yia) ЖЖ 咎 总 体 МС F) BJ Рт. АК ЖЕЛ R 
Не: V = о, HV >= И, 《 附 8) 


其 中 8 为 已 知 的 正定 阵 , 07, 未知， 在 第 三 章 $ 8 已 导出 了 有 关 
的 统计 量 u 而 4 又 可 化 为 夏 统 计量 


m PWES : 
W (т, п) ЕСИ) 3 (FH 9» 


其 中 
‚ = У) Ow — Убу — y), 
а-1 
хх тени м, ЧЕЛ а, m ЙІ ns 
а = 0.05, 0.01, 0.025, 0.05, 0.1, 0.25; 
m = 2(1)10; 
п = m + 1 ~ 300, 
#5 17,03,20) = 0.68778, 
Bae (10, LL) = 0.081 1246 = 0.0000000011246. 


#6 Mm. x, R) Ж 
КЛА Мын, И) 1 < í =< k; 922) 
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HIT тыс m PE уй, сб» УШ e у» те УЙ, ШШ 
检验 假设 
нау = p æ a. == ре, 
甚 中 u”, ...., w ЖП. 
к) 8 ЕШ ТАТЫ И ы Аз, 而 Аз рН МЖ 


К, Фп = У. 


= (я — к) [S/C — | 一 > (п,--10ш|%/(ә,- 101. 
С 10) 


1 < 
у == У у, =, *- Rs 


Пр jel 


s= 08-908 — yy, i= hts A 


=i 


k 
s= > Sh 
i=l 
3 р == 665 mn = n ERRE 6, ЗІН о == лу— 1. Y 
{ш} ERARA, 可 用 д 分 布 或 下 分 布 来 近 做 ， 详 见 第 三 
= 5 5. 表 6 内 给 出 相应 e = 5% 的 值 . 
$16 М (3. 6,4) = 38.06, 
М (5, 16, 5) = 91.95. 
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45 -2919 8184 48438 «3455 -J654 -4038 4368 -4ТЕН 5350 
50 -2687 2046 48177 "3386 -3577 “87650 "4074 "4483 Бо 
48 0-2775 0-3040 3278 0-3488 0-3663 0.3858 04187 0-460@ 05160 
60 -2315 2548 +27571 2946 "3125 -3260 3588 -3077 4616 
80 :1814 2004 -2181 2342 -2493 +2834 -2894 -$240 8730 
120 -1266 1407 1658 -1459 41774 1889 2095 "2380 -2763 
240 +0003 0741 "0814 +0583 -0949 1012 1133 -1398 -1550 
о оосо p000 АНЕ) -0000 -0000 -0000 кышы ‚Оооо -000 

5-7 
5 (8947 9-01 90-51% 09-0584 0.93252 09408 ogge 0.9597 0.9882 
10 -7508 -1766 "1971 8140 -5282 -84034 4599 -8815 9058 
15 -6363 -p665 6914 +7126 -7308 7467 "7732 -0037 8392 
20 -0490 «5803 "6068 -6207 -61497 -4075 бэт - 7336 7770 
25 "4817 -5125 -5391 +5624 -5831 “8016 6338 6726 "7210 
30 04288 04583 %-4843 0-5073 %-Б280 0-5407 0.5795 08198 08713 
85 -3458 4142 4393 "4517 -4920 "6005 5332 -5740 -5272 
40 -3506 48117 “4017 -4239 431 "4812 "4924 -5342 -588E 
45 -3213 -3471 "8700 эз 4089 -4275 -4590 -4093 5532 
50 -2965 3210 3429 ‚3829 “3814 -3982 “4289 4685 522% 
48 02000 3308 05538 — 035736 0.3922 6.4094 ©4405 0-4903 60-5341 
50 -2565 -2787 -2047 :3171 -3341 -3500 -3780 -4167 -463b 
зо (8020 9225 2375 2532 -2478 2816 -3070 -3409 “488 
120 “Імів "1558 "188% -15603 «1916 "2023 -2223 -2496 -2894 
240 "0747 «0824 "0897 "0966 -1031 1084 "1214 -1360 -1633 
9 “Хх -4000 "0000 -0000 -O00 ошо) пн) -0000 “нин 


я 555 а 


2 ОЯУ) Ө... (а = 0.15) 


Р p 1 2 š 4 5 7 10 15 
g 

号 = 8 
8 08759 TARIA 6.9020 9-#118 0-9137 %-0263 0-8387 0-478 0-9595 
10 7281 1048 1754 "1981 "BOB "E209 -9418 8555 "8921 
15 -5156 -6453 6703 фт -7103 -7165 "1541 77859 -8:35 
20 5207 5611 "187% “100 -6302 6481 -6789 .7157 607 
25 4655 "4953 "5213 -5443 -5648 -5834 6157 "6551 147 
30 02-4141 0-4426 0:4680 0-4906 0-5110 0.5296 oirt 0-6029 0-8452 
33 3728 Ани "4243 -4462 "9652 Rt -5170 -5578 “ІЗ 
40 -3зй8 “2848 3880 "4091 -42u4 4483 E EE] -5188 -5130 
45 иш 3358 "3574 "3776 3692 "4136 +4447 4946 -5387 
50 2861 510] "8312 3504 "3585 -3932 "4154 "4548 -5081 
48 0.2958 0-3197 03412 0.3009 如 391 0-3961 04367 04662 $525 
ы) -2460 "2695 2985 "3163 -3229 4384 ' 3668 4041 "4560 
80 -1954 зы 229$ -H45 -9587 -2723 -2971 3204 эттә 
120 -1372 "150% 1626 "1741 1350 1954 214% -2417 2810 
240 -0723 0197 4866 -0032 -0996 1957 117% +1535 1593 
оз 6000 -0000 1000 -0900 "0050 о0о H000 -KIH боо 

5 = 9 
5 08910 90-9038 0.9141 0-0222 90-9789 6.0346 09435 0-0521 0-9635 
10 -7500 7794 ТУВ "8192 8253 -4367 6554 -$365 -p006 
15 -8473 "8738 жаз» АТ] -7318 -7456 "7716 -BUUT "8353 
ж 5631 -5906 5144 "6351 -5535 "6101 "6585 "7326 ЕГЕ 
25 4972 -5245 “5485 -5697 -SRRI ові 8363 +6732 "198 
20 04446 44718 0:1947 0:5158 0-5350 0.5524 05838 69-8216 93-571 
35 +4018 -4274 502 409 4507 -5070 "5378 "5767 "6976 
4) "5604 "3908 “РЕ "4329 4512 4682 “1987 -5376 +5834 
45 -3307 3600 "3811 4005 “412 -4348 647 45032 "5551 
50 2116 -3336 -3539 5126 -3896 4067 -4349 -4127 -5244 
48 03211 90-3437 0-3643 0:3233 69-4006 0-4189 06-4484 %-4845 aig? 
60 2104 -2907 -3093 -3265 -3426 -5578 44952 4214 718 
80 ЗЕН! -2312 "2470 “9818 -2757 -2888 -3132 -$458 3024 
120 -1511 -1639 1760 -1873 “1881 -2983 -2277 2242 -2631 
240 “бді “0874 "0943 -1009 лот? 1133 1244 ат “ни 
a .0009 -ttü -0000 -0000 -GH "6000 “0000 "0000 "KO 

s = 19 
5 09049 09155 9.9240 0-9309 0-9366 0-9414 0-9492 0-9576 0.0677 
Lo 1798 том 151 -8237 -8403 "6304 8671 -AHAI -9079 
15 -5752 GERLI -7185 7558 1510 7644 2871 "9138 -8457 
20 -5922 біз! “Баят -6578 "6747 -6900 “162 "1479 -7870 
25 -5381 551% -5733 -5930 6198 “8259 5655] -8897 -7335 
30 0-4734 0-4973 0-519% 454951 00-5570 9.5734 9.6025 0-6338 42-6857 
35 -4267 -4527 4745 -4937 5114 5978 “8571 -572 -8429 
ай 3992 4152 4360 -4550 4725 4887 -5178 -5550 "5047 
45 78614 “3834 “4095 -8218 -4386 4548 "4834 +5214 -5т04 
50 43350 3561 +9153 -3931 -4007 4252 4530 -4697 -5390 
48 03351 03065 +3361 {4041 6-2209 0-4368 0-4548 0-5018 9.5516 
tü -2918 -5163 -5292 -5458 -4613 3758 -4025 “ЖЕТ? -4867 
89 ESFI -2487 «2640 «2184 -2920 304$ -3236 -3505 -4052 
120 1848 -1773 -1890 “200% 2108 2209 "21400 -2662 -3043 
340 -0878 -D950 “10198 "1084 -ltt 1208 “123 "1486 1754. 
у 0000 бой "0000 0000 -p000 оо "0000. -H000 0000 


2 (#R) 09..(9 = 0.01) 


р t 1 2 3 4 5 7 19 15 
Я 
5 = 8 
5 00103 0-9218 0.9305 0.9375 0-8132 0-940 0.9754 0.9632 0.9715 
17 “7785 роз :B179 -4325 B448 “8354 ‘B727 881% “2135 
15 “ВЕН? “6950 тат -73459 7522 -1013 57904 -BLED -8505 
729 -5825 810% "6543 :6550 5733 «8595 7174 -7504 -7007 
25 -5141 "5427 -5070 -58854 -5075 -B247 -6546 6908 "2561 
30 0-4604 0.4877 05118 0-2339 9.5524 59-5700 0-6007 0.6297 0.0973 
35 4162 4425 -4659 -ARTO эшо -5235 ым -5832 436% 
40 "5795 ав 4974 -4479 -1665 -4837 -5144 5583 6047 
45 -3488 3730 .394: -4:45 4326 44094 "4705 -S18LE -5699 
50 "3226 HET -5605 -3556 -4032 “4195 -4480 "4870 5987 
48 0.3328 0-2561 0.3773 0-5067 04145 0-4310 о-4807 0-4990 0-5508 
60 “2801 -3012 “3205 «3381 3546 «3699 3979 4345 -4851 
8! “92217 2396 “255? тіз 2855 -2989 -3237 -3569 4039 
120 -1564 -1699 -1824 -L941 52052 42158 -2355 -2625 3619 
149 0529 “9906 #17 -1046 +I -H74 1293 145% БЕЗІН 
ж -0000 -0000 -0000 0000 -0000 "ях oD ообо 004» 
. 号 = $ 
Š 0-9226 90-9319 0:939? 0-9450 0-5498 09538 0-960% 1.9670 0-9743 
0 -BOIA -2203 -83455 -R462 -5590 "8633 БЕ -0008 -9203 
15 "5968 "7199 +7395 "7563 "7709 "7839 "805% "9307 И 
20 5122 -6373 -5589 -6777 E944 "700+ -7349 -7635 -8025 
25 45444 5699 -5972 -6120 -5296 -8450 48734 тот? -7498 
30 90-4804 0-5 148 0-5589 0.5568 0-5749 0-5913 0.6201 {65з# 0-7018 
35 4441 4657 +4006 -5 103 -5283 «5447 -5740 “5182 6587 
а» -4063 -A "4513 4706 “4883. 5048 5338 "570p 4201 
45 «3744 -3972 "4179 4565 -4538 -4693 «НЕТ “5387 ЛЕ 
58 -3474 3659 3887 409 4237 -4394 "4677 -5043 БЕРІ 
48 03675 %0-8791 03999 04183 04353 бар 0.496 0.5164 0-556@ 
50 -5025 -3228 ае -3580 3739 -3887 4157 4511 -5002 
80 "2406 2578 "2736 -2684 -3923 -5154 -4394 -7720 -4180 
120 -1706 -1847 -1959 -2075 “2184 -2286 “2482 2748 32138 
244 но -0885 +1056 -1124 -1189 -1251 -1379 -1536 -1789 
о "Doo "0000 "0000 -0000 кн) 000 ‘Dono Ф%000 0000 
一 -一 一 一 一 -一 -一 一 一 
5=ы 
ь (09728 8402 0.9462 0-9512 0.9552 49-9597 0-9642 0-9702 0-9788 
‚ 10 “8215 -8374 -8506 -8617 "9712 8795 "ВУЗЕ "9085 «9262 
15 "213 7418 -7503 2143 "875 “7992 -4139 а -5883 
20 -6387 +6Б1% -6809 AHL 134 (ТЕЗІ "Ы тт} -8138 
25 8114 -54T 6182 -5334 +6598 -5548 68096 "722% "4622 
30 09-5160 0-5394 05600 0-5186 9.5955 49-6108 ікізей бөлі? 0-7152 
35 4700 -4929 “5184 -5319 -5489 "5644. ЕГЕН "8270 +6727 
40 -4313 -4585 -4730 -4919 -6087 -5242 -5519 45873 -6344 
45 “3984 4199 «4394 -4573 -4137 “1890 5158 -5520 -5098 
50 "ЗІҢ -3908 -4097 44970 #431 +081 -4853 5205 “5485 
48 0.3809 0-4020 (4211 0-4382 ©-4549 0-4700 04974 0.5327 0-5807 
50 4233 з429 35606 -5709 ә? 4064 4326 -1669 -5144 
в! «2581 -2752 -2906 -3049 “5184 3817 -3548 -3864 “4218 
120 “Ін44 9971 миң 2204 -2311 “241% "26025 "26 有 本 -3251 
240 UHRA "1063 "1133 -1200 -1265 -1337 41448 *1611 +1963 
w чп) ооо +000 “шой 0009 ‚оосо "0000 "0000 -00009 - 


a 


Фо рч ш шыц 


4555. 


ЖЗ T'(m,n) 


2 


57.000 
25.472 
171.361 
13. 887 


. 12.001 


10. 828 
10.033 
9.4259 
9.024 
8.6589 
8.418 
9.197 
8.012 
т. 856 
7.122 
7.606 
7.50% 
т.515 
т.335 
7.264 
7,200 
7.142 
т.089 
7.041 
6.991 
Б. 951 
6.919 
5.835 
bs 144 
$-5452 
6.554 
6.503 
5.454 
6.5313 
5.350 
&.303 
6.257 
6.239 
6.216 
б. 196 
6.155 
6.113 
6.052 
6.015 
5.991 


с = 0.05 


3 к 


114.984 
46.383 
29.661 
22.720 
19.028 
16.166 
15-248 
14.163 
13.350 
12.719 
12.216 
11.806 
11.465 
11.177 
10.931 
10.719 
10.533 
10.370 
10.225 
10.095 
9,979 
9.874 
9.779 
9.692 
9,612 
9.539 
9.6471 
9.200 
9.005 
8,859 
В. 744 
8.652 
8.577 
8.660 
8.375 
5,309 
8.257 
8.215 
8.181 
8.105 
8.031 
7.922 
7.857 


7.815 


192.458 
72.947 
#44. 718 ` 
33.230 
21.202 
23.545 
21.108 
19.376 
18.086 
17.089 
16.295 
15.651 
15.117 
15.56567 
14.263 
13.952 
13.663 
13.409 
13.184 
12.953 
12.803 
12.541 
12.493 
12.359 
12.236 
12,123 
11.674 
11.356 
11.118 
10.934 
10.187 
10.558 
10.484 
10.350 
10.2458 
10,167 
10,102 
10.028 
9.931 
9.817 
9.650 
9.552 
9.488 


Аа 


289,456 
105.157 
62.551 
45.453 
38.561 
31.208 
21.556 
25.145 
23.281 
21.845 
20.706 
19.782 
19.017 
18.375 
17.828 
17.256 
16.945 
16.585 
15.265 
15.981 
15.726 
15.596 
15.287 
15.097 
14.92% 
14.240 
13.162 
13.409 
13.138 
12.923 
12.1728 
12.482 
12.289 
12-142 
12.027 
11,934 
11.858 
11.693 
11.531 
11.297 
11.160 
11.070 


ё 


405.920 
123.050 
93.202 
29.403 
471.123 
39.764 
34.911 
31.488 
28.955 
27.008 
75,467 
24,219 
23.189 
22,32% 
21.288 
20.95% 
20,503 
19.920 
19.492 
19.112 
13.770 
18.963 
18.185 
17.931 
15.94% 
16.264 
15.767 
15.398 
15.090 
14.850 
12.485 
14.222 
14.022 
13.80? 
13.741 
13.639 
13.417 
13.202 
12.890 
12.710 
12.592 


#3) Г(т, а) 


521.890 
185.022 
106.649 
45.088 
58.893 
49.232 
42.861 


38.415 ° 


35.417 
32.588 
30.590 
28.975 
21.052 
26.005 
29.516 
25. Т59 
2%.д%49 
23.527 
22.878 
22.588 
21.950 
21.255 
21.198 
19,823 
18.890 
18,217 
17.709 
17.311 
16.992 
16.210 
16. 145 
15.905 
15.702 
15.540 
15.807 
15.121 
14.845 
14.447 
14.217 


14,067. 


а = 0.05 


697.356 
235,873 
132.903 
92.512 
71.678 
59.612 
51.572 
45.932 
41.7175 
38.592 
зь.082 
34.054 
32.384 
30,985 
29.798 
28.1177 
27, ВТ 
27.11% 
26.528 
25.816 
25.272 
22.781 
22.913 
21.568 
20.781 
20.117 
19.600 
19.188 
18.871 
18.130 
17.801 
17.544 
17.340 
17.172 
16.814 
16.469 
15.975 
15.592 
15.507 


872.317 
290.806 
161, 927 
111.675 
B6. 079 
70.907 
5D.985 
54.041 
8.930 
45.023 
1.555 
39.463 
57.419 
35.709 
34.258 
33.013 
31.932 
30.985 
30.149 
29.407 
28.152 
2.252 
24.624 
23.411 
22.027 
21.972 
21.4951 
20. tT 
20,127 
19.718 
19.401 
19.149 
19.943 
18.504 
28.083 
17.484 
17.141 


16.919. 


10 


1056. 774 
351.421 
%93.8%2 
132.582 
101.499 

83,121 
714127 
562. 765 
бо. 587 
51.984 
458.184 
45.202 
42.150 
40.559 
38.961 
37.55659 
36.175 
35.043 
38. 044 
33.156 
29.861 
27.783 
25.326 
25.256 
24.637 
23.190 
22-834 
22.152 
21.653 
21.219 
20.975 
20.725 
20.196 
19.692 
18.976 
18.570 
‚18.307. 


+ 559 е 


ЎЗ) Тт, п) 


æ= 0.05 
m 11 12 13 15 12 

= 

12 1280.727 

13 817.719 1514.176 7 

1% 228.529 489. 700 1767.120 

і5 155.231 266.028 567.364 2039.560 . 
16 118.138 179.624 306.339 650.712 2331.594 
17 96.253 135.998 205.761 349.464 729.144 
18 81.995 110,302 165.07В 233.543 395.402 
19 72. бат 93.592 125.276 175,380 262.259 
20 64.145 81,945 105,918 141.169 195.903 
21 59.177 73.407 92.442 118.974 157.985 
22 54.800 65-902 82,573 103.538 132.759 
23 51.272 61.793 15,060 92.244 115.234 
24 48.378 57.581 59.165 83.653 102.621 
25 5.958 55,305 54.423 765.916 92,681 
26 43.908 51.487 60,533 11.501 85.048 
27 42.149 45.099 57.286 67.051 78.915 
28 40.624 47.053 54.538 63.357 73.890 
29 39.291 45.280 52,183 60.223 69.700 
30 38.115 43.730 50-143 57.539 66.156 
35 33.848 38,209 43.030 48.392 54.292 
40 91.175 34,833 38.194 43.102 47.807 
“5 29,345 32.559 35.990 39.665 43.614 
50 28.011 30.926 34.000 37.256 40.115 
55 27.006 29.696 32.514 35.4175 38.593 
b0 2.216 28.737 31.364 34.106 36.973 
зо 25.053 21. 359 29.699 32.139 24.666 
во 24.241 26.370 28.553 30.796 33.103 
90 23.642 25.658 27.716 29.820 31,974 
100 23.182 25.114 27.079 29.080 31,220 
110 22.817 24.68% 26.577 28.499 30.453 
120 22.521 24.335 26.171 28.030 29.915 
150 21.894 23.600 25.317 27.049 28.795 
200 21.297 22.904 24.514 26.128 27.749 
400 20.457 21.928 23.392 24,851 26.306 

1с00 19.981 21.379 22.764 24.139 25.505 

- 19.675 21,026 22.362 23.685 24.996 


* 560. 


т 


17 2 


， +5 
542.928 
834.459 
44.153 
29%. 661 
219.648 
175.719 
147.215 
127.529 
113.103 
102,154 
93.550 
86.568 
81-921 
76. 316 
61.152 
52.969 
47.871 
44.398 
41.882 
39-978 
37.257 
25.479 
34.180 
33.203 
32.461 
31.820 
30.559 
29. З7В 
27.758 
26.662 
26,296 


RIR) Tm, п) 


= = 0.05 
АТ 18 
2973.855 
9352.659 3324.2748 
25a 717 1940.947 
321.758 550.095 
243.615 352-620 
194. 376 258-8045 
162.522 213.955 
140.425 178.499 
122-291 153.920 
112.042 135.985 
102.455 122,376 
бА. THT 111.727 
88.455 103,144 
68. 82% 17.502 
58.658 4.9651 
52.476 57.475 
&8. 330 52-540 
$ü. 361 49.047 
43.131 БТЕ 
40.009 4.2.820 
31.929 40.457 
36. 485 38.767 
35.331 27.507 
34.566 36.530 
33. ТГ 35.152 
32.342 34,144 
31.017 32.665 
29.209 30.658 
28.215 29.561 
27.987 ‚29.869 


19 


заде. зт 
1152.710 
Бот. 287 
399.227 
295.215 
234.455 
195,207 
158.016 
148.186 
133.146 
121.382 
87.737 
71.982 
62-921 
57.058 
52.961 
49.939 
45,767 
43.069 
41.155 
39.733 
38.636 
37.75» 
35.968 
34.325 
32.108 
30.902 


30.144 


20 


4093.511 
1270.61 
667-292 
АЗ 1.581 
322.8%9 
255.879 
212.647 
182.713 
150.893 
144.352 
99.556 
79.849 
66.879 
61-921 
57.126 
53.524 
28.859 
#5. 771 
43.610 
42.013 
40-784 
39,811 
37.815 
35.397 
33.558 
32.238 
„31.410 


.54!- 


ФЗО) Г(т,») 
х = 1,05 


m 22 24 26 28 39 


23 5920.928 

2% 1522.115 

25 795.744 5836. 227 

té 519,524 1796.808 

ФТ 381-784 935.451 6829.509 
78 301.492 508-449 2094.237 


29 249.719 445,609 1084.-413 7900.773 
30 213.308 350. 79% 704-358 251%.402 
35 130.156 175.384 241-180 378.491 656.529 
40 98.797 173.652 157.540 205.067 280-417 
45 82.644 99.572 120-860 148.362 185.105 
50 72.859 865.775 101.254 120.123 143.589 
55 66.316 76.873 89-125 103.514 120.541 
ес 61.542 710.657 60.905 92.623 306.162 
то 55,817 62.599 70.50% 79.253 88.590 
80 51.467 57.594 54.210 т1.381 79.185 
90 148.739 54.190 59.997 66.20% 72.857 
100 45-744 51.725 56.983 62.54% 68.550 
110 45.221 49.860 54.719 59.820 55.184 
120 48,022 48,399 52.958 57.115 62.685 
150 41.587] 45.451 49.135 53.540 57.177 
200 39.3B1 42.822 45.327 49.900 53.545 
409 36.462 39.375 42.300 45,239 48,195 
1000 34.899 37.547 40.186 42.819 45.446 
е 33.924 36.415 38.885 41.337 43.773 


+562» 


° 35 


884.072 
36%. 829 
237.278 
181.901 
151.36% 
118.950 
102.048 
91.309 
82,850 
29.914 
26-172 
69.003 
63.009 
55.671 
52.002 
49.802 


Ж3( ) Тт, п) 


а = 0.05 
& Ü аз 
1132,288 
+60. 165 1411.072 
295.723 565.426 
224.516 360.447 
160.681 222,529 
131, 558 170.803 
114.992 144.016 
104. 330 127.705 
96. 905 116.753 
91.440 198.900 
81,259 934.723 
73.029 83.680 
63.291 * 71.074 
58.556 65.121 
55.758 61.656 


— 
a= — an —T 


50 


1720.431 
583-515 
322.665 
225.527 
181.386 
156. 347 
140-267 
129.084 
109.604 

95.040 
79.039 
71.707 


67.505 
ы 


5% 


2060.353 
508-710 
306.670 
231.214 
192.247 
168.570 
152.697 
:126.158 
107.196 
87.204 
78.323 
33.311 


+ 5} +» 


ші аА ДААЛ РАМ 3 


.564» 


1 


58.503 
35.115 
21.198 
15.258 
13.745 
12.246 
11-299 
10.561 
10.04% 
9. 646 
9,330 
9.074 
в, 362 
8.583 
8.53! 
8.аро 
8.285 
8.185 
8.095 
8.017 
7.945 
7.884 
7.823 
1.770 
1.121 
Т.Б?Т 
7.636 
7.598 
7.562 
7.419 
7.31% 
7.23% 
із! 
т.115 
2.01? 
7.011 
5. 953 
ё. 925 
6.895 
6.871 
6,551 
6.807 
6,753 
6.699 
6.660 
6.635 


m 3(8R) T'(m,n) 


я == 0.01 
2 > 
2917.009 7 

Bz. ITT 59%,997 
45,000 147.283 
31.857 75.125 
25,491 50,652 
21.821 39,818 
19.460 32.5968 
17.825 28.456 
16.631 25,537 
15. 722 23.598 
15. 006 22.0%} 
14.433 20.834 
13-960 19.867 
13.5% 14,078 
13.231 18,418 
12,943 17.801 
12, 694 17.385 
12,576 16.973 
12.283 16.613 
12.111 165.796 
12.958 16,015 
11.820 15.763 
11.595 15,538 
11,581 15,334 
11.278 {5.149 
11.383 14.980 
11.293 14.825 
11.215 14,583 
10.890 42113 
10.655 13,715 
10.476 13,914 
10.340 13.181 
10.228 12.995 
10, 137 12.843 
9.995 12.611 
9.892 12.440 
9.813 12.310 
9.750 12.208 
9.599. 12.125 
9.551 12,057 
9.565 11.909 
9.474 11.764 
9.341 11.551 
9,262 11.426 
9.210 11.345 


992,494 
229,579 
111.839 
12.908 
54.890 
45.838 
368.533 
34.251 
31.121 
28.85? 


21.060 


25.626 
2.458 
23.487 
22.670 
21.972 
21.359 
20.853 
20.3581 


19.972 


13.006 
19.279 
18.983 
18.715 
19.471 
18.247 
17. 366 
16.150 
16.29% 
15.955 
15.667 
15.942 
15.098 
14.869 
14.660 
18,511 
14. 391 
18,292 
14,079 
13.871 
13,559 
13.392 
13.277 


1489.%89 
329.433 
155.219 

94.703 
72.882 
58,518 
49,139 
53,745 
39,555 
36.246 
33,162 
3і.188 
30. 162 
28.852 
21.734 
26.1761 
25.959 
25.244 
24.616 
24.060 
23.550 
23.12} 
22.721 
22.359 
22.029 
20. ТЗ 
19.858 
19.211 
18.718 
18.331 
18.018 
17.543 
17.201 
16.942 
ік. Тай 
16.57177 
16.55 
16.156 
15.877 
15.473 
15.233 
15.055 


5 


2085. 98% 
445.511 
205.293 
128.067 

93.127 
73,969 
52.114 
54.150 
48.972 
44, 240 
49.975 
ЗВ. 345 
зь, 283 
за. 556 
33.088 
31. ВАТ 
30.1779 
29.850 
29.036 
28.316 
27.615 
27.101 
25.584 
26.11 
24. 314 
23.094 
22.21% 
21.550 
21.030 
20.513 
19.966 
19.536 
19.191 
18.93% 
18.722 
18.549 
18.178 
17.819 
17.303 
17.006 
16.812 


БЗСЖ) Тт, п) 


2781.978 
581.106 
252. 075 
181.015 
Ы15.6%0 

90. 907 
75. 6ТЬ 
5.583 
58. 241 
52. 556 
45.715 
49. 439 
424779 
40.58? 
38. 750 
37.189 
35.846 
34.680 
33.659 
32.756 
31.954 
31.236 
30.989 
28.135 
26.502 
25. 340 
25.470 
23.195 
23. 251 
22.451 
21.877 
21.4458 
21.115 
20.849 
20.632 
20,167 
13,720 
19.080 
18.713 
18.475 


æ == 0.01 


8 


3577.472 
733.045 
325.570 
197.555 
140,429 
109.441 

90.433 
77.755 
68.771 
ө2.109 
56.992 
52.948 
59.679 
46.986 
24.130 
42.816 
541.171 
39.145 
38.495 
37.393 
38.41% 
35.558 
32.259 
36.120 
26.617 
27.904 
26.647 
25.967 
24.951 
26,242 
23.710 
23.299 
22.972 
22.705 
22.137 
21.592 
20.815 
20.376 
20.030 


.——— —- СС 


4.4 72.464 
вор. 392 
395.197 
z371.692 
167,499 
129.576 
106.391 

90.969 
830.067 
71.999 
65.813 
0.932 
56.991 
53.748 
51.036 
8. 736 
&#&5, TOZ 
45.051 
423.556 
42.234 
41.062 
36-143 
33.988 
32.073 
30.673 
29.605 
28.760 
21.515 
20.642 
25.995 
25.496 
25.101 
24. TT9 
24.096 
23.446 
22,525 
22.003 
21.666 


19: 


56656.9585 
1059.129 
472.142 
281.428. 
195.853 
51.316 
173.254 
105.131 
92.134 
82.532 
75.181 
59.389 
64.719 
60.579 
57.71 
54.953 
52.622 
50.604. 
48.83%9: 
41.283: 
41.651: 
38.135 
35.737” 
33.998: 
32.682: 
31-650: 
30.139 
29.085 
28.310: 
27.71% 
27.243 
25.822 
26.054 
25.287 
24.209 
23,500 
23.209. 


a 965. 


一 SB (PR) T(m, n) 
е = 0.01 
m H 12 13 
п 
12 6550.957 
13 1293.319 7754.436 
14 556.413 1514.902 9047.425 
15 328B。 了 5 了 646. 811 1753.899 
16 228.494 379.710 143.938 
17 174.662 262.423 434.257 
18 191.923 199.618 298.642 
19 120.242 161. 5С1 225,183 
20 104.973 136.305 182.252 
21 93,711 118,588 153.320 
22 85.160 105.538 132.979 
23 18.323 95.571 118.013 
25 12.855 87. 736 106.596 
25 68. 382 81. +32 37.630 
25 6%.639 76, 258 90,421 
27 61.470 71.542 84.509 
28 58,755 68. 291 19.582 
29 55.406 65.165 75.416 
30 54,353 52-461 71.851 
35 47.059 53.053 59.741 
+0 42.17 47, 476 52.77Ь 
45 39.636 43.803 48-272 
50 37.501 %1. 203 45,128 
55 35-898 39.268 “2.811 
ый 34.650 31. 11% 41-034 
70 32.836 35.617 38.490 
"BO 31.561 384137 36.753 
90 30.662 33.059 35.504 
109 29„960- 32.238 34.554 
па 29.20% 31.593 33.810 
120 28.958 31.073 33.210 
150 28.033 29.980 31.957 
200 27.122 28.953 30.754 
400 25.874 27.525 29.163 
1900 25.174 26.727 28,262 
ж. 24.725 26.217 _ 27.588 
» 566 = 


1% 


10438.91 
2010.310 
847.794 
432.409 
331.150 
254.398 
204.288 
171.289 
148.147 
131.139 
118.175 
108.005 
99.834 
93.138 
87.560 
Во, дат 
67.252 
58.578 
53,083 
49.301 
.а0.5%3 
44.444 
41.465 
39.453 
38.004 
36.912 
32.059 
33.374 
33,947 
32.619 
30.792 
29,782 
29.144 


15 


11931.90 
2284.137 
958.379 
554.157 
374.950 
284,145 
221.499 
190,213 
164,095 
144.96 
130.313 
118.863 
109.671 
102.144 
95.877 
715.749 
64.961 
58.281 
53.752 
50,484 
8.019 
44.249 
52.225 
40.564 
39.316 
36.344 
37.547 
35:952 
34.457 
33.414 
31.289 
30.578 


№3) Тт, m) 
< = 0.01 


т 15 17 18 19 20 
т 
17 13523.39 
18 2575.378 15214.27 
19 1075.693 2884.935 17004.86 
20 619.531 1199.738 3210.109 18894.84 
21 421.050 688. 501 1230.513 3553.598 20884,33 


22 315.553 486,422 761.078 1468.019 3914.503 
23 251.921 348.554 515.096 831.263 1512.255 
2% 210.092 217.556 383.177 554.061 917.054 
25 180.518 230.926 304.404 419.413 615.219 
2% 159. 34% 198. 322 252.716 332.405 &5T,251 
27 143.005 174-423 215.606 275.462 361.739 
28 130.204 156.255 190.159 235.669 299,164 
29 119.933 142.029 170-053 206.546 275.513 
30 111.528 130.622 154.339 194.429 225.286 
35 85.534 95.566 109.580 124,616 142.570 
“о 12.020 тә. 86B 88.654 98,516 109.597 
4% 53.917 70.051 75.75% 84.103 97-215 
50 58.511 $3. 617 69.109 75.035 81.450 
55 54.657 59.035 63.95 68.816 74.183 
50 51.774 55. 726 59.894 654.297 88.958 
29 47.753 51.085 54.557 58.179 61.954 
80 45.015 46. 035 51.08% 54,738 57.50% 
әр 43.187 45.880 48.545 51.489 54.417 
100 41.769 44.215 46.8450 49.465 52.154 
110 40.669 43. 03T 5.51 47.9135 50.425 
129 39.192 22.051 44.348 46,685 49,063 
250 37.976 40.019 42.085 44,173 46.287 
200 36.303 38.157. 40,021 41.896 43.783 
490 34.030 35.641 37.249 38,854 40,459 
1000 32.785 34.271 35.749 37.216 38.677 
=. 32.000. 33.409. 34.805 36.191. 37.556 


* TET 


表 3( 续 ) T(m, а) 


æ = 0.01 
т 22° 24 2% 
R 

23 25161.79 

2% ж588,5Ь1 

25 1920.920 29837.25 

25 1087.459 5532.285 

21 701.712 2256.508 34910.71 
28 537.797 1270.294 446.6 Та 
29 423.928 846.275 219.021 
30 359.439 624, ТВТ 1471.559 
35 190.465 264.34 390.968 
50 131.128 БТА. ТОТ 226.272 
45 1114189 134.941 155.47) 
“© 96.208 113.433 134.633 
55 üb. LOT 97,943 115.184 
50 19.158 90.728 103.970 
70 70.070 73.992 58.563 
80 64.405 71.854 79.929 
90 60.542 67.065 ға.0за 
190 57a FAL 63.632 69.65509 
пио 55.619 51.052 65.751 
120 57.955 59%. 0+4 54.341 
150 50.596 55.023 59.579 
200 47.599 51.475 55.419 
400 43.667 46.877 50.085 

1000 41.581 44,465 47,333 

ы 40.259 42.980 45.642 

қала 

э. 
. -— 


28 


40382.16 
7928,729 
639.627 
304.124 
205.923 
160.926 
135.500 
119.272 
99,865 
ВВ. РТ 
81.504 
16.462 
72.142 
69.887 
64.275 
59.438 
53.325 
50.187 
48.278 


ж 


12в4.993 
429.942 
261.624 
194.282 
158.820 
137.165 
1124186 
98.325 
89-536 
81.478 
79.054 
75.682 
69.123 
63.536 
56.569 
53.031 
50.892 


83 (822 Тет, л) 
а = 0.01 


m 35, 40 45. 50 55 
80 18152315 

аз 557.658 2122.966 

э© 334.022 701,141 25Ь7.947 

55 244.962 415.009 862.192 3250.258 


ай 198.221 301.245 504.591 1039.014 3889.902 
то 150.639 205.476 259.265 430.641 709, 554 
80 126.801 163.979 214.554 286.515 396.666 
99 112.571 141.052 177.176 224.418 288.611 
100 103.142 125.515 155.011 190.243 23.9685 
110 96.445 115.526 1490.367 168.727 203.193 
120 91.448 109, 276 129.991 153,973 162.237 
150 81.978 96.043. 111.529 128.702 1427.875 
200 74.171 85.434 97.404 110.188 123.887 
400 64.755 73.081 81.572 90.259 99.132 
1900 60.109 67.161 74.207 81.261 83.332 
= 57.342 63.691 69.957 76.154 82.232 


. 5659» 


570» 


x 59 1% [4 Б: 1%, Р 5% 1% L: 5%, 1% 
m = m = à ma m=% 
z 13:80 19:95 4 15-5 25-0 4 22-5 жаға 12 48 48-0 
3 10-64 15-58 Б 18-82 22-68 10 31-4 зей із 40-0 476 
4 өй? 14.13 14 33 47:0 
5 $22 1342 в 16:81 21-23 11 30-55 37-51 15 38-7 dt? 
КА 1519 20-36 12 29-92 36:72 
6 м 13-00 a 1421 178 із 29-17 86-09 18 58-27 45.05 
7 B-75 1573 9 1447 19-36 14 ?з-02 85-57 17 $7.91 кіз 
8 8-02 12.5% 10 14-24 Н-о4 15 78-68 285-15 18 3745 44:70 
9 8-52 12-28 19 374 44-32 
н 8-44 12.38 11 14-06 19-80 16 28-40 Зато 20 30-87 43-99 
12 13-98 18-61 11 28-15 944% 21 $653 4349 
m=i 15 13-80 18-45 18 21-54 3423 
7 25-8 30-8 ы 13-70 18-24 19 27-78 34-00 22 5841 45-43 
в 24-06 тыз із 13-62 18:20 20 $7.60 83:79 24 36.05 42-99 
T 2300 2848 26 358 496% 
19 22-28 27.6 28 8549 42-32 
50 3525 “2-07 
и 81-25 27-13 
12 туз 9571 
13 2103 56-39 
14 2-77 26-10 
15 2056 25-57 
ты. mejd 
тет m= . 28 71014 таб За (823) 1024) 
18 qana 56-9 24 біз 87-1 3 64 78-9 3 817 BIS 
19 452 183 2% 577 86-3 ав ні жз 
20 477 56-8 28 57409 866-65 эл 68-8 7817 40 807 80-1 
31 À 4754 55-38 зе 56-51 50-12 34 68-34 77-50 
22 47-00 54:06 3% 167-01) (77408) 45 7833 39-61 
32 50.20 84-54 38 467-55) {70-65} 50 38-13 58-83 
= 45-45 54-38 м 55-34 64-23 40 GT-21 76-28 55 8-7 88-20 
25 «зет 53:15 за 55-54 63-87 6 743 37-08 
258 4558 5337 ав бё 83-55 45 80.64 75-51 65 тп 87-28 
39 4525 55-58 40 Броз $3.28 so 66-02 таз? 
42) 4497 52.55 55 6568 74-44 70 7744 88-89 
м +173 00-27 ыб ВЕ 74-05 75 ТГІЕ 80.58 
— 2 


9725000 


.0250000 
“029240 
070711 
12011 
„17100 
‚22007 
„26591 
250608 
(54657 
238162 
„41552 
„44258 
146912 
149340 
151567 
153616 
155505 
158870 
.61775 
164305 
„66527 
168492 
‚71810 
‚74501 
176727 
“78592 
“80191 
„83302 
(85570 
187297 
‚88455 
89751 
49141 
„92609 
193513 
1934221 
194789 
(95817 
‚ 196507 


#15 W(m, n) 


-025 


.0510000 .0562500 
| D10000 „025000 
046416 „08550 
.10000 .15811 
115849 122865 
„21544 „29240 
„26827 „34855 
131623 139764 
.55938 „44054 
„539811 „47818 
145288 151135 
„46415 „54074 
„49259 .5663235 
(51795 159038 
154117 “61149 
‚56234 „63058 
158171 164792 
159945 166373 
163096 169150 
.65795 „71509 
168129 173535 
„70170 „75295 
71969 ‚75836 
114089 “29409 
„77426 „81470 
. 794335 „83157 
„81313 „84565 
“82540 185753 
.Е5317 „88056 
187353 189718 
“88862 190975 
90063 „91958 
451050 .92748 
„92491 493939 
.85544 94794 
‚94357 4954238 
‚94957 „95940 
„95455 „96342 
„95254 „97069 
.95957 „97555 


105 


0425000 


-050000 
.13572 
.22361 
-30171 
-356840 
„42489 
-27287 
.51390 
.54928 
„58003 
.60696 
.63073 
+65184 
„67070 
„68766 
„70297 
„71687 
474113 
‚76160 
.77908 
.79418 
‚80736 
.82925 
.84668 
‚85089 
‚87269 
„88265 
.90186 
.91566 
.92606 
„935418 
-34069 
95049 
+95751 
„96279 
„95690 
97019 
457013 
-98010 


p 一 


"1 


„010000 


„10000 
21544 
„31623 
- $9811 
-46416 
+51795 
-56234 
-59948 
-635096 
„65795 
-68129 
-70170 
‚71969 
‚73564 
„24989 
„76270 
77426 
‚79455 
-81113 
.82540 
„83768 
„84834 
„86596. 
‚87992 
„89125 
„90063 
„90852 
92367 
-93452 
„94267 
«94901 
„95410 
„96172 
„96718 
„97127 
„97446 
.97701 
„98160 
„95467 


-25 


‚062500 


25000 
.39585 
.50000 
457435 
62996 
‚67295 
‚70711 
. 73487 
‚75756 
‚77720 
79570 
‚80795 
82054 
„83124 
.84090 
‚84951 
‚85724 
‚87055 
88159 
‚89090 
.89885 
90572 
.91700 
.92587 
‚93303 
.93893 
94587 
95352 
.96005 
‚96508 
.96898 
‚97210 
‚97678 
‚98011 
‚98261 
‚98454 
.98509 
98558 
‚99074 


13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
22 
24 
26 
28 
30 
3⁄4 
38 
42 
46 
50 
60 
70 
80 
9р 
109 
120 
140 
160 
180 
200 
250 
300 


0539305 
.0211700 


.0288748 
1025882 
2050467 
1079827 
111161 
118418 
117647 
120786 
128299 
126666 
29383 
‚31948 
134366 
136644 
‚58789 
242713 
146203 
149319 
152111 
254624 
158958 
‚62556 
165584 
168166 
‚70393 
‚74309 
178086 
-80612 
182617 
(54247 
286797 
“88548 
„89925 
191006 
.91877 
93462 
.94529 


0415228 
.0223667 


-014598 
„037466 
.088151 
„10285 
„13898 
„17494 
. 20981 
-243591 
‚27457 
-350417 
455192 
+55789 
-38219 
‚40492 
„42619 
.46482 
.49889 
‚52508 
„55598 
„58007 
„62156 
„65540 
„68391 
.70811 
.72891 
„769597 
480028 
.82356 
.84199 
„85654 
„87972 
„89624 
„90878 
„91861 
„92654 
„94052 


:.95059 


表 5( 续 ) Им, а) 


m = 3 


.0499478 
.0261070 


-027585 
«061687 
„10225 
„14486 
‚18696 
‚22726 
„26516 
‚30048 
‚33321 
„36350 
‚39149 
„41757 
„44133 
„46355 
„48417 
„52124 
‚55354 
„58190 
„60696 
‚52926 
‚56715 
«69811 
‚72386 
„74559 
„76417 
„80064 
.B2737 
.84779 
‚86390 
‚87693 
‚80672 
„91105 
„92186 
95034 
95716 
„94952 
„95781 


-0 40104 
.012679 


.045585 
.090921 
.14026 
„18921 
‚23564 
.27875 
„51856 
‚35457 
-38762 
241779 
144538 
.47065 
„49586 
51522 
-53493 
.57006 
.60040 
„62684 
„65006 
‚67060 
.70529 
473343 
‚75670 
„77626 
.79295 
.82546 
.84918 
‚86725 
‚88145 
89289 
.91024 
„92276 
93221 
93961 
.94555 
.95629 
‚+96350 


‚0716700 
„025853 


4076928 
.15590 
.19471 
-24970 
-29971 
‚344717 
‚38503 
„42118 
45365 
.48290 
.50934 
.55352 
„55516 
„57511 
„59340 
„62573 
„65338 
„67729 
.69816 
471651 
.74730 
477210 
„79248 
„80955 
.82400 
„85211 
.87249 
]|+88794 
90006 
-90981 
„92454 
-93513 
„94512 
„949356 
„95436 
„26340 
„96945 


«011505 
„076752 


|. 16044 
24004 
„21002 


` „37019 


„42176 
.4061% 
.50453 
.53800 
‚56738 
„59535 
„61645 
„65712 
.65571 
„67251 
„68778 
‚71444 
„73694 
-75618 
477281 
.Ұ8732 
81144 
„83006 
+84654 
„85736 
87055 
-89155 
90679 
-91828 
92725 
„93444 
„94547 
„95303 
„95885 
96340 
„96704 
„97361 
„97799 


#5 (ËR Wim, п) 


т--ш4 


5 „081160 .05366456 — .0‘23265 .049528% 0340030 .0429505 
в. .0333678 .036o040 0218194 025866) — .0284730 .026147 
7 .0230556 „0250312 0299040 .016868 .029512 .056529 
8 1010209 1015023 .025485 “058664 "060019 111410 
9 1022162 1030463 “047058 1066398 1095554 116287 
10 “058208 1050095 107254 , 097393 11396 "20994 
11 1057511 1072583 110033 _ 12972 17050 125404 
12 078477 „056785 ‚12902 „16211 ‚20651 „29477 
14 410089 „12183 |18780 „19381 „24102 . 33215 
14 112391 “14708 (18610 122435 127358 ‚36631 
15 114708 117211 121356 225552 130412 139756 
16 117006 110663 "23999 “28119 133269 142615 
17 119263 122044 126528 130736 135936 143236 
18 ‚21462 (24543 (28938 133205 128425 14764% 
19 „23595 „26553 „31230 „35332 -40749 49860 
20 125655 128673 133406 ‚37725 142920 (51905 
22 .29546 7.3264 157429 161734 (46350 155550 
24 ‚33132 156261 141046 145301 50304 158698 
26 .38428 . 59559 „44305 „48484 ‚53356 „81440 
28 „39455 „42557 „47247 „51337 ,56068 .53847 
30 142235 145313 149912 153903 58492 165977 
54 147149 (50132 154542 ‚58326 162635 169571 
38 2513357 (54207 (58415 161995 166039 `72486 
42 (54938 157689 161695 165082 (68885 174894 
46 (58059 ‚60692 164506 ‚67712 71293 176018 
50 160788 163307 166939 “69978 (73359 “78641 
50 (66298 168558 171790 174471 177429 182004 
70 170468 172509 ‚75409 177801 "80425 “84454 
80 175729 175584 178211 180366 182721 "86318 
90 176346 ‚78045 180441 182401 84556 187784 
100 178491 180057 .82259 184055 (85007 188966 
120 (81798 “83149 185042 186580 188244 "90756 
140 (84225 185413 187072 (88415 (89865 (92045 
160 ‚86083 187141 188617 “80809 "91094 793021 
180 ‚87550 188504 189852 190904 192057 193782 
200 ‚887537 „89506 „90814 491787 .92832 .94394 
250 190906 191615 192598 103390 194238 “95501 
300 192375 192974 (95804 “94470 -95183 ， 96243 
> $73. а 


#5 (8) W(m, п) 


т-- 5 


= = 
6 .0%459 .обәвзев 097254. .0425776 - 0210959 , „0585762 
т 030565 0521839 .D 58374 „0212621 „0228575 0492522 
B 021096 — .0218281 02567968 .0764001 .011530 „027554 
9 .0240994 0261227 010628 ` .01650% .026388 ,053105 
10 ,0297579 ,013615 ‚021545 „031104 „046080 „082916 
11 2018156 1024161 1035852 040102: “069047 111473 
12 ` 10290262 1037505 1052770 .069704 “.093963 114705 
13 2041953 1052479 2871536 ‚091741 ‚11983 ‚1789% 
14 1056485 1069151 1091503 111460. 114594 ..20983 
15 (072206 .085848. 111215 113775 117180 225944 
16 “088751 .10518 1 113309 “16082 ‚19710 126760 
17 110582 -12385 115402 118354 122163 ‚78428 
18 12517 ‚214261 117425 20575 224527 251947 
19 14061 ‚16129 119507 122731 26797 134324 
20 ‚15799 17894 121492 124817 128969 236565 
22 119215 "21560 (25292 128761 125025 140663 
24 122503 124971 “28447 23240 7,36713 144311 
26 125534 428186 132151 135746 140063 147566 
?8 „28593 „31200 „+35214 „35518 ‚43110 „50482 
30 ‚31179 134018 138049 .41641 145885 155196 
34 13649 139103 -43108 246628 150740 „57625 
38 140909 1843556 “47461 150878 ‚54831 161570 
42 144838 147415 254221 154529 158315 164520 
46 74882 150821 154519 ‚57692 181514 167205 
50 .51ю? 155534 157407 180456 163919 “69513 
60 .57761 .60010 .63275 .56053 7169157. ‚74089 
70; 162690 164760 167745 -170250 173049 177478 
801 .66607 .68517 „71257 „73544 „76088 „80086 
90 69790 171558 274086 176186 „76514 82155 
100 172425 (74069 276411 278551 780495 183836 
120 176529 (77966 -80005 181686 183535 186399 
140 176525 180850 282652 284153 185757 188262 
160 81924 183068 284582 286004 .87451 (89576 
150 .83780 .84827 . 86287 .87481 '.88786 .90787 
“2000 185307 186255 187588 188677 189864 191682 
250 ,88095 (8875 ‚80969 (90860 ‚91828 193107 
300 — .89995 290656. 191584 - 92557 .93155 ‚94301 
«Хь 
` w. 


ж5(%) И(т,л) 


тб 


7 0770657 „0529697 0218030 10574190 0431547 0224844 
в 0434541 .的 71870 0519456 .0242669 039779 20455555 
8 .0340125 — .06758  .0213837 .0225527 — .0745255 .011536 
10 021522 „0224979 — .0244245 .0270038 .011482 .024216 
11 .0242686 .0260326 .0097470 .014353 ‚021791 ‚031053 
12 0286127  .011478 927590 ‚024325 934966 060579 
13 (014424 "015800 1027141 1036529 “050583 “082122 
H 021980 1027821 1055682 "050510 1067439 “10475 
15 1930903 "938302 “051661 "065850 "0856210 "1277 
16 1941061 1049280 1065743 “082100 “104408 175085 
17 1052219 1062606 .080634 .098398 117368 117365 
18 “064174 .075950 .096078 111626 114298 119605 
19 1076745 "022816 111127 11336? 116217 (21782 
20 1089763 110403 112783 715107 118112 "25890 
22 "11662 113299 115925 18538 121788 127885 
24 (14388 116196 119107 (21850 125277 131577 
26 117096 219041 ‚22132 “25008 “28556 34973 
28 119745 121798 125027 127997 131628 152093 
30 122313 „24449 122778 139812 „54485 (20960 
34 177155 2939? 132844 (35039 “9635 (46025 
58 „31571 .33866 257355 7142450 „44105 ‚50339 
42 ` ‚35576 “57885 „41364 “44424 “48005 164024 
46 “39199 (41497 215925 147936 151425 157254 
50 142477 154748 148125 151055 54441 160556 
60 (49406 (51571 254754 157455 160006 “65708 
70 154917 "56055 159950 162460 165331 ‚69978 
80 159381 `61292 164067 .66413 169059 173311 
90 755060. “64552 167442 169622 172071 172983 
100 “66139 167822 170246 171278 174553 "78171 
120 ‚70994 “72488 174628 176412 178400 81540 
140 174642 175981 177891 179479 81241 `в4р11 
160 177480 178691 180415 161343 185423 18399 
180 “79750 .B0854 187125 183720. 185162 87389 
200 181605 182620 ‚64058 “85246 186555 188595 
350 185937 (85879 1В7269 188048 150124 "90796 
500 -87591 .88110. 182124 ‚89957 190870 192285 


ь 575. 


ЖЖ) М(т,п) 


т в 
т 
А .005 01 .025 05 i 225 
ии дд 
8 0721280 0786044 0055122: 0522835 0595940 0472580 
`9 .04115809 „024239 046588 алата 203051 20712149 
10 .0314825 „0525107 05524020 05456 20717761 0746290 
11 ‚0266517 8110166 ‚0718324 ‚0729501 ‚0249404 «010845 
12 7480 = 0226467 „0243552 „0765237 „010219 019815 
1 .0z39356 — 00253692 .0282864 .011790 .017307 .031155 
14 .0270567 .01402066 .013667 018704 .026327 04453] 
15 .01125% „014435 „020431 4027115 ‚036919 „0593720 
16 .016537 -020729 „0284348 ‚036821 а048798 „075298 
17 .022812 .028074 „037553 047610 .061690 „031967 
18 „029994 „036345 047578 059270 075347 . 10909 
19 „057977 „045412 1058355 „0721609 „089554 „12644 
20 “046548 1055143 069730 1084457 110413 114384 
2: -065631 076124 093740 .11111 13380 ‚17825 
24 086164 .098448 „11870 415851 416348 421158 
% 11076) 112146 143% 118541 119254 124343 
28 .12948 „14457 ‚16905 „19200 ‚22057 „27360 
кін 415142 ‚16774 „19367 217814 .24787 .30205 
34 119449 171253 124073 .26653 129794 135389 
38 .23555 425472 2284335 451106 „543520 . 39552 
42 .27402 a 29390 ‚32429 ‚35146 38350 „43972 
46 , 30974 ‚33002 ‚36076 a 35801 .42019 ‚47524 
50 234277 136321 39309 .42108 145287 “50678 
$0 „41458 „45479 Í „4648 .45099 ‚52126 57177 
77 ‚47344 ‚49296 ‚52177 .54558 ‚572505 , 62205 
80 152215 ,54082 ‚5681? 154156 .61826 166192 
90 „+56296 .5807% -60661 „62863 -65356 „69431 
100 7 1597585 ‚61441 „63890 „65965 ‚58314 „72109 
120 165283 (66805 .69003 .70854 272937 76277 
140 69496 .70876 472861 ‚74526 ‚76391 .79366 
160 „72806 „740665 „75872 + 77381 , 79067 „81747 
180 ‚75474 „76630 ‚78284 ‚79564 ‚81201 83636 
200 .77658 „78735 .В0260 81529 .82941 . 85172 
250 .81754 „82649 ‚83923 ‚84979 E5149 „87991 
300 184580 185349 ‚86441 187344 188345 289910 


100 
120 
140 


160 


180 
200 
250 
300 


„0871788 


05 59473 
0955082 


0526703 
0379550 
0717954 
0235920 
9256696 


,0286711 
„012404 
016850 
021969 
-034018 
‚048080 
+063675 
‚080369 
‚097792 
‚13368 
+16963 
‚20463 
225812 
.26985 
‚34107 
„40149 
.45272 
‚49642 
53399 
„+59497 
„64217 
„67967 
471015 
‚73638 
-78277 
+81582 


RSR) И(т, n) 


т == 8 


.0727598 
„0283064 
.0 94577 
.0341204 
.0211491 
.0224756 
.0245162 
„0273433 


+010982 
4015421 
«020620 
4025523 
‚040171 
-055801 
-072873 
„080921 
.10956 
„14749 
„18497 
„22109 
-25537 
28764 
‚35942 
‚41973 
-47053 
-51354 
- 55054 
‚61020 
„65616 
.79256 
+72207 
-74646 
‚79216 
‚82394 


0522961 


„0719900 
0375447 
„0715226 
„0258847 
„0267510 
010564 


-015313 
. 020950 
‚027401 
034584 
-050778 
„068855 
.888141 
.10820 
‚12861 
16941 
‚20509 
424659 
.28186 
.31474 
‚38609 
-44689 
-49686 
„55895 
‚57479 
-63235 
67642 
-71117 
‚73925 
-76238 
-80559 
.В3554 


2 
2 
2 


‚0972189 


0451489 


.0336514 
‚0212329 
0229243 
0756126 
0793791 
014227 


.020108 
‚026951 
-034597 
1042993 
һ051544 
«081781 
-10304 
+12482 
„14671 
„18984 
.25105 
„26972 
‚30567 
-33892 
-41123 
47052 
„51959 
«56068 
-59551 
©5116 
.69354 
.72684 
. 75567 
„77572 
.81680 
«84520 


‚0312180 
. 0369598 
,0221036 
„0246224 
0285044 
‚013445 
„018719 


‚027108 
„055479 
-044691 
.054605 
„076025 
„098838 
„12255 
414605 
-16957 
.21517 
„2558 
„29769 
„33419 
„36766 
-43966 
„49797 
„54581 
‚58561 
„61917 
467250 
, 71289 
„74448 
„76986 
‚70067 
„82952 
-55595 


8531412 


0420202 
.0344134 
.0218771 
.0247822 
.0293706 
.015649 
.023497 
.032724 


„043115 
‚054455 
- 066544 
„079202 
‚10563 
„13274 
„15986 
.18654 
-21248 
„2615$ 
‚50642 
„54717 
„38404 
441741 
.48794 
.54598 
‚58935 
„62671 
„65795 
-70718 
. 74412 
„77285 
.19580 
-81456 
.84922 
-87299 


*577 = 


100 
120 
140 
158 
120 
200 
250 
390 


a 574 . 


0925550 
9513612 
„0420532 


„0244630 
„0266139 


.0292748 
016116 
4024859 
035255 
„047052 
4059959 
.088001 
+11775 
„14799 
417794 
420710 
-27498 
“33480 
„38695 
. 43229 
.47190 
-53733 
.58885 
-63029 
-56429 
.69264 
„74638 


„«7Е422 


3k 5 (#8) 


.01 


0892163 
„0228789 
0635458 
0316629 
49428 
112654 
21595 
„0236693 
„0257070 
„028300 


„011455 
-019398 
„029550 
.040948 
.853924 
‚067945 
.098046 
.12949 ` 
.16109 
-19211 
„22208 
43911? 
„35143 
„40555 
„44666 
.48787 
.55232 
„60282 
-6453F 
«67643 
„70400 
„75611 
„79271 


03 
2 
2 
2 


.025 


W(m. n) 


405 


“0756095 0923259 „0510164 .0°61014 
.0580284  .0%18169 .0442570 ,0516718 
„0175647 „0513970 „03271979 0375487 
„0330880 „0551157 0588727 10720826 
.0385940 — .0212945 .0220813 „0243517 
,0217946 0226291 „02309930 0276857 
.0232774 „0246163 „0267287 1012112 
0753582 0273343 .010304 .017596 
10280755 .010744 „014715 „024063 
.011439 014890 „019925 051413 
.015437 019739 .025874 ‚030535 
„025210 „031285 „039702 ‚057658 
„037050 „044940 ‚0555992 ‚077606 
1050587 1060714 ,072995 ‚098694 
70653927: 10766: 1091395 .12038 
1081137 093923 111040 114225 
„114206 .12963 „14302 „18545 
‚14914 116553 "18715 ‚12685 
‚18165 „20057 ‚223577 „26572 
121411 123416 125850 (50189 
124517 225661 129111 ‚33526 
131575 “23759 156349 “40820 
157641 139826 142410 146791 
„42852 „44991 „47503 ‚51732 
147289 1649388 151815 “55869 
„51140 „53167 „55501 „59374 
‚57426 „55502 „©1448 „64073 
482318 „61050 ‚56020 „©9235 
165220 167821: “59636 172583 
„69:01 a 7886 .72554 „75279 
‚72040 173422 174981 127495 
172011 172186 ‚79505 "81621 
PF85589 „81507 122548 аман 


Ж 50%) Wem, n) 


m = |) 
` 005 „010 .025 .05 .1 .25 
жм 
п do 0835233 0719324 0777218 „0653520 .021586 
12 .0547154 „0510036 .0528256 .0564552 .0415891 .0460952 
13 .0576669 .0413524 .0428760 ,053699 031060 .0230376 
14 .0442585 0466814 — .0312568 20521066 „0257102 .038:559 
15 .0314331 — .08321018 .0236286 20356666 0392529 .0219892 
16 0336052 — .0250647 — ,0281824 — .0212140 .0218755  .0237055 
17 O32024 — (0210119 0215665 .022254ф 0235072 .0°61162 
18 0213670 028040 .0226712 ,0236920 .0252683 .0©92661 
19 .0222587 — 0229142 0241802 .0256300 20478244 .013126 
20 ,0234640 20745855 0261255 .0280714 .010952 ‚017701 
22 .0266174 „0284980 .011576 .014478 .018907 828781 
24 “011834 1014208 1018214 1022817 1028932 (042056 
26 1018193 1621449 1027092 1032865 1040709 "057042 
28 .025$86 „034071 ‚057194 „044348 „053594 „075283 
30 “034761 “039888 - 048484 "056985 1068156 1090387 
34 1055364 “662312 (072700 1084683 1098785 112595 
38 1078662 .087261 110111 “11422 113076 116184 
42 10353 111356 112949 114436 716285 119695 
46 112913 114036 115800 117428 119429 123066 
50 415483 „16705 „16607 420345 „22464 . 26255 
60 121724 “35106 125238 27151 129445 155462 
70 127444 128925 131169 133157 135512 "30574 
80 32589 134109 135390 (38395 140748 134759 
90 137168 38694 140970 (2955 145270 149182 
100 „41235 „42747 „44991 -46937 „49195 ‚52983 
120 “48083 749536 151674 153515 155634 159151 
140 153578 (54954 (56969 (54505 160669 163923 
160 258059 159356 161249 (62861 164700 “67715 
180 161773 162994 164770 .66279 167994 170791 
200 (64895 “66046 167715 (69129 270732 ‚73339 
250 170872 171871 ‚7331% (74529 “25902 178122 
300 .75125 175003 177268 78332 279529 281455 
КС I 
i 
кет 


ЖБ Mim, А) 
(æ = 5%) 


3 1018 18-70 24.55 зоо 35-45 40-68 45:51 50-87 
4 и 18-65 22:00 27-07 31-21 36.76 41-45 4607 
5 9-87 15-63 20-76 2556 30-23 84.79 39-28 42:67 
6 #59 15-02 19-97 24.66 29-19 51-61 37-95 42.22 
7 TH 14-52 19-43 2405 26-49 3242 31-07 4% 
в кім 14-283 кіз 24.62 91-49 32.26 36-45 46-57 
9 5-88 мі 18-83 31-30 21.52 31235 3593 90-08 
10 ETG 13.94 18-61 #-05 27:33 3151 35-81 36.85 
rn = 3 
5 19-2 305 4-0 51.0 80-7 тоз 1-7 вер 
b 17-57 28.74 38.08 47-49 26.68 35.69 7458 B3.37 
了 10-59 тәні 35-29 4587 54-21 BZ BË 71:45 тна 
8 15.53. мез) 35-10 43.93 57-54 50.08 9-33 77-56 
9 15:46. 26-22 34-24 41-90 51-34 59:52 97.70 76-88 
10 15.11 24-71 33-50 42.11 50-42 55:58 85-62 74-57 
11 1483 24-31 35-05 41:50 атг 87.76 тї 73.56 
12 14:61 23-99 30-67 41-01 49-18 57.11 54.97 10-75 
13 14-43 23-73 $285 40.60 48-88 56:57 6437 72-08 
m=i 
6 30-07 45-63 65-81 82.8 98-0 115-0 111-0 一 
7 27:31 44-58 60-0 76-56 $1.50 1070 121-9 137-0 
в 25.61 42-24 ТТТ 72.78 87-46 101.3 116-2 130-4 
9 24-48 48-88 5562 тт 84-45 9945 123 16-Е 
10 28-57 хы 54-06 95:27 82:19 B5B1 109-5 182-9 
ti 2748 38-41 52-85 88-81 50-49 9395 1073 120-5 
12 92-48 31-57 51-00 65-66 79-14 82-41 105-5 118.5 
13 гін 21-08 51-13 64-73 25-04 91.16 104-1 іта 
ы 2116 36-59 59:50 $3.96 ЕКЕМІЗ 90-12 103.0 116-7 
15 21-47 36-17 49-91 01:31 БЕКІ Б?Л 1020 114-8 
k 1 5 4 5 % 4 2 š 
"қ қ 
m = Б m = 
B 300 6515 846 1134} — 一 10 4955 ваз 
9 3670 0140 8463 тт 129-3 151-5 
1 3492 5879 81.25 №03 124.5 1457 11 4742 80.68 
12 4556 7700 
11 33362 5898 1376 1000 1208 міз 13 4411 7574 
11 8262 ARA? 1583 9768 1182 1384 ы 4 Т4 01 
13 3183 5419 7530 3551 1180 1359 15 4293 7248 
14 3219 524 7408 94.29 1142 133.3 
15 30668 5744 7302 9509 11714 1372-1 15 4125 7141 
17 40459 70-41 
16 3021 5177 7214 9193 1114 1806 18 490028 68-55 
19 3-23 6880 
26 3911 86814 
_—— -一 -一 一 一 一 一 
Б 
=. H 
——rc 


147.6 
188-4 
135-0 
132-8 
129-9 


‚128-0 


126-4 
125-0 
тей 
122-7 


